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2. Obiectivele si sarcinile proiectului

Obiectivele si sarcinile proiectului sunt determinate de cele 3 directii de cercetare
inrudite ce tin de domeniul optimizirii discrete, formulate la depunerea proiectului spre
realizare:

1. Solutionarea problemelor de optimizare pe retele si structuri discrete reprezentate
prin complexe de relatii multi-are.

Studierea proprietatile complexului de relatii multi-are cu grupurile de omologii neizomorfe
cu zero, nestudiate pana in prezent in literatura de specialitate. Elaborarea metodelor de
solutionare a problemelor de amplasare cu ponderi speciale, definite pe elementele complexului.

Construirea si analiza teoreticd a modelului de transport de tip multicriterial pe retele cu
impunerea criteriului de minimizare a timpului maxim de realizare a solutiei. Elaborarea
metodelor de solutionare, in cazul modelului obtinut, cu justificarea teoreticd a acestora si
evidentierea tipurilor de solutii. Prezintd interes modelul pentru datele de tip fuzzy si pentru
criteriile de tip liniar-fractionar.

2. Elaborarea algoritmilor paraleli pentru modelarea proceselor decizionale dinamice si
implementarea lor pe sisteme regionale de tip claster.

Investigarea rolului informatiei si modului de informare a jucdtorilor, care participa la
diferite procese dinamice de luare a deciziilor, prin utilizarea instrumentelor matematice ale
teoriei jocurilor si modelarea procesele de luare a deciziilor in functie de gradul de informare a
decidentilor. Construirea modelelor matematice de control Pareto-Nash-Stackelberg (PNS)
discrete si continue si formularea problemelor de control PNS, precum si stabilirea conditiilor de
existentd a solutiilor. Cercetarea proprietatilor multimilor de solutii. Construirea si analiza
numerica a algoritmilor paraleli pentru solutionarea jocurilor dinamice informational extinse.

3. Metoda volumului finit la solutionarea problemelor de tip convection-diffusion.

Elaborarea produselor software pentru solutionarea numerica a problemelor complexe ale
fizicii matematice, definite pe domenii multiplu conexe.

Aplicarea la solutionarea problemelor mentionate a metodei volumelor finite care reprezinta,
la randul sdu, o generalizare a metodei diferentelor finite pentru cazul retelelor neregulate.

Examinarea unor sisteme de ecuatii algebrice lineare de dimensiuni mari (zeci si sute de mii
de ecuatii) in cazul problemelor complexe ale fizicii matematice, definite pe domenii multiplu
conexe, cu elaborarea unor algoritmi specifici calculului paralel pe sisteme cu mai multe
procesoare. Utilizarea in acest scop a supercalculatorului de tip cluster din cadrul USM.
Cercetarea modelelor matematice cu ecuatii diferentiale de tip mixt pentru ecuatii de tip
,,convection-diffusion”, si determinarea matricelor coeficientilor pentru ecuatiile liniei electrice

cu mai multi conductori.



4. Descrierea metodelor de solutionarea a problemelor aplicative de optimizare pe
structuri matematice si elaborarea algoritmilor de complexitate polinomiald prin
utilizarea elementelor de calcul paralel (anul 2019). Elaborarea si implementarea soft pe
sisteme de calcul cu memorie distribuitd de tip claster a algoritmilor paraleli pentru
solutionarea jocurilor bimatriceale. Cercetarea modelelor matematice cu ecuatii diferentiale
de tip mixt pentru ecuatii de tip ,.convection-diffusion”, si determinarea matricelor
coeficientilor pentru ecuatiile liniei electrice cu mai multe conductori in dependenta de

valorile coeficientilor;

3. Rezultatele stiintifice ale cercetarilor efectuate in cadrul proiectului

3.1. PROBLEME DE AMPLASARE PE COMPLEXE DE RELATII MULTI-ARE

Definirea relatiilor multi-are pe produsul cartezian al unei multimi de elemente X permite
generalizarea unor rezultate deja cunoscute [1] si este mai fireasca din punct de vedere teoretico-
aplicativ. Notiunea de complex generalizat de relatii multi-are asupra unei multimi arbitrare de
elemente a fost pentru prima data prezentata in lucrarea [2], construind ulterior grupurile de
omologii peste grupul numerelor intregi.

Acest complex generalizeaza mai multe notiuni clasice, printre care si notiunea de graf
orientat si finit, definit cu ajutorul relatiilor binare [3], insa lipsit de bucle, chestiune care,
precum demonstreaza aplicatiile, nicidecum nu poate fi neglijatd [4]. Complexul definit in
lucrarea [1] este o structura discretd, finita si fara bucle care necesita examindri suplimentare la
studierea si solutionarea unor probleme atat teoretice, cat si practice. Respectiva structura
matematica poseda un sir de proprietati ce tin de obiectul de studiu al geometriei combinatorice
discrete [5]. Din aceste considerente ar fi firesc, pe de o parte, de studiat impactul topologiei
relatiilor multi-are asupra acelor obiecte de cercetare, unde situatia menfionatd poate fi
interpretatad, bundoara, cu ajutorul urmatoarelor familii de obiecte: a) sistemul Q de
quasigrupuri cu n operatii algebrice; b) sistemul Q de n grupuri cu n elemente independente
si cu o singura operatie algebrica [6], ¢) sistemul de multimi nuantate [7], etc. Mai exact, ar fi
curios de studiat ce ar prezenta o varietate abstractd, multidimensionald, orientabild si fara
borduri [8] determinatd de obiectele mentionate. Pe de alta parte, prin intermediul relatiilor
multi-are ar putea fi modelate si studiate multiple procese dintr-un sir de domenii aplicative. De
exemplu, formula apei, H,O, poate fi interpretatd ca un element dintr-o relatie ternard
{(H,H,0)} care nu se incadreaza in complexul obisnuit de relatii multi-are: in tripletul
{(H,H,0)} se repetd clementul H (a se vedea [1]). Toate cele spuse mai sus conduc la
necesitatea extinderii notiunii de complex de relatii multi-are, examinat initial in lucrarile [9],

[1], [10], prin introducerea notiunii de complex de relatii multi-are mai general.



Cercetarile efectuate in cadrul proiectului au condus la obtinerea unor rezultate noi,

importante din punct de vedere teoretica-aplicativ

3.1.1. Definitia complexului si proprietati

Fie date o multime finita de elemente X ={X;,X,, ..., X, }, care este o submul{ime dintr-0
multime M, cardM <o, unde M nu este clasa, si sirul X = XY X2, X" n>1, de
produse carteziene [11], [12,] a multimii X . Orice submultime nevidd R™ < X™, 1<m<n+1 se
numeste relatie m-ard a elementelor din X (mulfimea R' < X' reprezintd o submultime de
elemente din X ) [13]. Luand in consideratie cele spuse, o relatie m-ara R™este o familie de
succesiuni ordonate, numite cortegii, formate din a cate m elemente din X . Cortegiul

(Xi» X, - X; ) € R™ poate sd confind si repetdri ale unor elemente din X. Pentru un astfel de

I

cortegiu, orice subcortegiu (X;, X; ,..., X; ), 1<I<m, ce pastreaza ordinea elementelor din

(%%

i, - X; ) se numeste subcortegiu ereditar.

Definitia 1. Familia finita de relatii {R",R?,...,R"™"}, care satisface conditiile:
. R'=X'=X,

1. R™ =g,

I. orice subsir ereditar (X;, X ,...X;), 1<l<m,<n+1, din (X, X, ... X% )€ R™

apartine relatiei | -are R',
se numeste complex generalizat (G-complex) de relatii multi-are i se noteaza:
R = (R, R?,...,R™).

Din definitia 1 rezulti ci multimea R™ a complexului generalizat de relatii R"™™" nu este
vida pentru orice 1<m<n+1. Elementele relatiei R', vom obisnui si le mai numim varfuri, iar pe
cele ale relatiei R — muchii.

Studierea complexului generalizat de relatii multi-are prezinta interes prin faptul ca acesta
acopera un sir de notiuni clasice, precum ar fi grafurile [3], [15] hipergrafurile [3], [16], matroizii
[17], complexele simpliceale [18] etc., chiar daca acesta poate fi interpretat ca un caz particular
al complexului celular [19] abstract (CW). Aceste structuri matematice servesc drept modele
eficiente pentru solutionarea unui sir de probleme teoretice si aplicative [20], [21]. Se cere de
mentionat ci acest obiect R™" are prioritate fatd de cele mentionate. Astfel, fati de complexul
celular (CW), acesta este format din caramizi elementare, poate cu deformari nonizomorfe,
precum sunt quasimplexele abstracte (asa-numitele bucle finit dimensionale; a se vedea mai jos).
Si considerim complexul generalizat de relatii R* = (R'; R?). Este evident ci un astfel de

complex reprezintd un graf orientat. Aceastd situatic permite sa consideram complexul
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generalizat de relatii R"" drept un hipergraf orientat si ereditar (conform Iui C.Berge [16]),
notiune Intalnitd mai rar in literatura de specialitate si care reprezintd o structurd distinctd de
notiunea cunoscuta de hipergraf. Vom descrie in continuare o procedura care permite sa obtinem
notiunea de hipergraf in formd de complex generalizat si asa-zisele cicluri ale hipergrafului intr-0
forma mai fireasca, decat cea cunoscuta, pornind de la notiunea de hipergraf orientat, transformat
intr-un complex de simplexe abstracte.

Sa formulam cateva citeva rezultate ce tin de studierea complexului, demonstratia carora se

regdseste in mai multe lucriri publicate in cadrul proiectului, in particular, in monografia [14].
Definitia 2. Dacd avem doud G-complexe de relatii multi-are R"™ = (R}, RZ, ..., R™™) si
R =(R', R?,..,R"™), 1<m<n, incdt au loc relatiile R{ < R', pentruorice |, 1<l <m+1,
atunci R se numeste G-subcomplex al lui R™™. In cazul cind R =(R} =R,
RZ =R?,..,R™ =R™), atunci subcomplexul R se numeste schelet al lui R""si se noteaza
prin sk(m-+1)R"".
Fie in complexul R™* = (R*,R?,...,R™) sunt fixate doud elemente distincte x;,X; € R".

m

Definitia 3. Sirul ordonat r",r,",....,r]" al elementelor distincte din R™,2<m<n+1,ce
poseda proprietatile:
1) e, x;er’
) "N eR™, 1<k <s-1,
se numeste lant liniar cu dimensiunea M ce leaga elementele x;,x; €R', fiind notat prin
1" (X;,X;). Complexul de relatii multi-are R™ se numeste M -conex dacd pentru oricare doud
elemente x,,x; e R', exista lant liniar m-dimensional 1™ (X, %;).
In cazul m=1, complexul R™ se va numi complex slab conex sau simplu — complex

conex. In cazul m=n+1, complexul R™* se va numi complex conex forte.

Teorema 1. Daca R"™™ este un complex m-conex, atunci acesta este si k-conex,
2<k<m<n+1.

Definitia 2.1.4. G-complexul de relatii multi-are R"™" =(R*, R?,..,R"™) se numeste
conex, daca pentru oricare doud elemente X;, X; € R', exista sirul X, = Xy s Xg, oo X, =X, de
elemente din R*,incdt cel putin una dintre perechile (X, s X)) si (X, X ) apartine relatiei R?
pentru orice valoare a lui r=12,..,s=1. Sirul de perechi (X, X, ), (X, X )y (X s X, ) S€
numeste lant liniar cu dimensiunea unu, ce leaga elementele X, §i X

i, lar insisi X;, X; Se

numesc extremitati ale acestui lant.



Notam lanful 1-dimensional, ce leaga elementele x; si x; prin L' (x;, X;). In viitor, vom
recurge si la reprezentarea algebricd a acestuia.

Definitia 5. Dacd sunt date doud G-complexe de relatii multi-are R™* =(R!, R?, ..., R"™)
si R =(R}, RZ,...,R¥™),n, <n,, atunci

R =R ORY =(R{ URy, .., R URP™, Ry, R
se numeste reuniune, iar
m+1 n+1 n,+1 1 1 n+1 n,+1
R™ =R""NR"" =(R NR;, ..., R""NRZ")

se numeste intersectie a acestor G-complexe.

Usor se verifica ca atat reuniunea, cat si intersectia a doud G-complexe de relatii multi-are

sunt, de asemenea, G-complexe de relatii multi-are.

Dacd in cazul unui G-complex de relatii multi-are R™" =(R',R/,...,R™™) are loc
egalitatea R, =@ si, prin urmare, R’ =..=R"" =@, atunci R™" se numeste complex vid.
Doua G-complexe de relatii multi-are, intersectia carora este vida, se numesc disjuncte.

Teorema 2. G-complexul de relatii multi-are R™ este conex daca si numai dacd nu

contine doud G-subcomplexe nonvide de relatii multi-are R™™ si V"™ care sunt disjuncte si

satisfac egalitatea:
SRn+l — iRnl+1 UERHZH
Definitia 6. G-complexul de relatii multi-are R™" =(R', R?,..,R™) se numeste
componenti conexdi a complexului R"™*.
De fapt, orice element X € R determina in R"" aceeasi componenti conexa. Prin urmare,

indicele X din notatia R™" poate fi omis si atunci componeta conexia o vom nota simplu prin
K", Evident, R"™" = R™, adica R™™ este un G -subcomplex al lui R,
Teorema 3. Dacd {R™*, R, ..., R Yreprezintd familia tuturor componentelor conexe si
distincte doud cdte doud ale G-complexului R™, atunci se verifica relatiile:
Rn1+l — Rnl+1URn2+1umUan+l (1)
unde R"* AR"™ =& pentru orice i #/; i, j=1, 2, ..., q.
Definitia 7. Complexul generalizat de relatii multi-are ~ R™ =(R',R?,..., R™) se
numeste local complet daca pentru orice 1<m<n+1 si orice cortegiu (X ,X; ,..,X )€ R™,

relatia R" contine i toate cortegiile ce corespund celor m! permutari ale elementelor

Xi o Xi, s Xi

m

Drept exemplu de complex generalizat (G-complex) de relatii multi-are local complet

serveste orice graf orientat si simetric. Un astfel de graf, privit ca G -complex de relatii, il vom
9



nota prin R =(R', R?),unde RZeste o relatie binard si simetrici definiti pe multimea de
elemente din R'. (Grafurile orientate de tipul R* =(R', R?) au fost examinate de citre
matematicianul francez C. Berj in lucrarile [3], [4].) De asemenea, un G -complex de relatii
multi-are local complet poate fi considerat G -complex construit pe familia produselor carteziene
a multimii X, adica:

R = (X = X1, X2, .., X™).

3.1.2. Omologiile complexului de relatii multi-are

Definitia 1. Grupul factor &"(A)/ &% (A) al unui G-complex de relatii multi-are se

numeste grup al A-omologiilor (al omologiilor directe) cu dimensiunea m peste grupul Z si se
noteaza prin A" (XK"), 0<m<n. Rangurile acestor grupuri se numesc numere Betti.

Deoarece grupurile A-omologiilor sunt construite peste grupul numerelor intregi Z, vom
obignui sa mai folosim si notatiile: A" (X",Z), 0<m<n (respectiv, H  (X",Z), 0<m<n).

E firesc a scrie si astfel:

A" (X") = KernA(m)/ ImA(m),1<m<n.

in conformitate cu rezultatele clasice, vorbind despre omologiile unei structuri matematice,
de rand cu grupurile de A-omologii se studiaza si grupurile de coomologii [19], [18]. Aplicand
grupul numerelor intregi Z vom forma aceste grupuri pentru G-complexul de relatii GK".

Simplificand notatiile, introducem notiunea de V -lant (colant), care coincide cu notiunea de

lant cu dimensiunea respectiva.

Definitia 2. Pentruun V-lant L" € ", 0<m<n, egalitatea:

VL" = Z p,VQ"

Q'e@"

se numegte V -frontierd algebricd (cofrontierd) a lantului VL™ . In cazul m=n avem VL" =0.

Definitia 3. V-lanjul L" € ™, cu proprietatta VL" =0, se numeste V -ciclu cu
dimensiunea m a G-complexului de relatii X" si se va nota prin Z" (V) =L", 0<m<n.

in cazul m=n avem egalitatea VL" =0. Deci, conform definitiei 2, lantul L" este un V -
ciclu cu dimensiunea n.

Folosind operatia de adunare a V -lanturilor, obtinem

Teorema 1. Multimea tuturor V -ciclurilor m-dimensionale in raport cu operatia de
adunare a V -lanfurilor formeaza un subgrup comutativ al grupului F".

Notam subgrupul V -ciclurilor din V.Z™prin &"(V), 0<m<n.

Definitia 4. Dacd existd doud V -lanturi L™ € Z"si L™ € L™ cu proprietitile
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a) L" =vL",

b) VL" =0,
atunci L™ se numeste V -ciclu cu dimensiunea m, V-omolog cu 0. [n acest caz se va utiliza
notatia (obisnuita) [19]:

L"=Z2"(V)~0.
Doud cicluri Z"(V)si Z7(V)din &™(V) se vor numi V -omoloage daca:
Z"(V)-2;(V)~0,1<m<n.
Tinand cont de definitia clasica a grupului, se demonstra urmatoarea

Teorema 2. Mulgimea tuturor V -ciclurilor m-dimensionale si V -omoloage cu zero, in

raport cu operazia de adunare definita in V.&", formeaza un subgrup al grupului ém(V) si
se va nota prin &7 (V).

Definitia 5. Grupul factor &"(V)/ &7 (V) al G-complexului de relasii multi-are GX" se
va numi grup al V-omologiilor (mai simplu — coomologii) cu dimensiunea m peste grupul
numerelor intregi Z, fiind notat prin V_(3X"), 0<m<n.

Remarca. Amintim ca V,(X"), 0<m<n, este definit, considerdnd ca V -langurile din X"
sunt finite.

Evident, putem scrie si astfel: V_(X") = KernV(m)/ImV(m),0<m<n.

Sa ne amintim acum ca existenta grupurilor é’grg(V), 0<m<n, a unui G-complex de
relatii multi-are rezulta din egalitatea AAL™ =0, 0<m<n. Aceastd situatic genereaza

necesitatea de a formula cateva rezultate suplimentare.

Teorema 3. Pentru orice V-lant L™ e V™ al G-complexului de relatii multi-are X"
are loc urmatoarea egalitate:

VVL" =0,0<m<n.
Remarca. Pentru grupurile de omologii directe si coomologii ale unui G-complex de relayii

multi-are GX", procedura de orientare a quasisismplexelor sale este o problema auxiliara si nu

depinde de structura acestor grupuri.

Definitia 6. Un G-complex de relatii multi-are X", n>1, se numeste acicilic daca:
A(SK") = B(PK") =... = A" (GK") = 0.
Fie @ ={Q/, Q;, ..., Q, } familia de quasisimplexe 0-dimensionale ale G-complexului de
relatii multi-are, iar L° = p,Q; + p,Q; +...+ p, Q. un A-lant arbitrar din A.&°.
Definitia 7. Operatorul

|:#° >Z

11



ce posedd proprietatea 1 (L°) = p, + p, +...+ p,, » pentru orice lant L° € &°, se numeste indice

al A-lantului L°.
Este evident cd pentru oricare doud A-lanturi arbitrare L, L) e & are loc relatia:
(L +13) = (L) +1(L2).

Lema 1. Daca AL’este grupul A-lanturilor 0-dimensionale al G-complexului conex de
relatii multi-are X" = (@O, @', ..., @"), atunci orice lant L° € AL este omolog lui 0 daca i
numai dacd 1(L°) =0.

Teorema 4. Daca G-complexul de relatii multi-are X" = (@0, Q&' ..., ®K") este conex,
atunci A°(GK") este izomorf cu grupul numerelor intregi Z .

Remarca. Pntru un G-complex de relatii multi-are X" are loc egalitatea:

AT (X" = AT (XK])BA(XK])D... @ A" (XKy),
unde 0<m<n, si daca m=0, atunci:

N(XK) =1 @194 T .

qori

Definitia 8. Un G-complex de relayii mutli-are GX", conex si aciclic, se va numi  n-arbore
orientat de relayii multi-are.
Importanta acestei notiuni se va resimti in cercetarile ulterioare, cand se vor elabora lucrarile

referitor la cele mentionate la inceputul acestui capitol. Pentru n=1, constructia respectiva
reprezintid un graf orientat, conex si fard cicluri. Deci, daci GK' este conex, atunci acesta
reprezinta un arbore orientat [4].

Definitia 2.6.9. Daca GX" este un G -complex local complet de relafii multi-are si este

transformat intr-un complex quasisimplicial abstract, atunci X" se va numi G-complex
simetric de relatii multi-are.
in [4] a fost introdusd notiunea de caracteristica Euler a complexului de relatii multi-are

GX". Importanta acestei caracteristici este bine cunoscutd prin aplicatiile sale teoretico-

aplicative. Fie p(A™(GX")) rangul grupului A™(CX") al lui X", iar
#(X") =3 (-)"a,
m=0

este caracteristica lui Euler, unde de acum «, inseamna numarul quasisimplexelor cu

dimensiunea m ale G-complexului X", 0<m<n. In cele ce urmeazi, din considerente de
comoditate, in loc de p(A™(GK")) vom folosi notatia p".

Are loc un rezultat analog celui obtinut de catre Poincare si Kolmogorov [18].
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Teorema 5. Pentru orice G-complex de relatii multi-are X" =(@&°, @',..., @") are loc

egalitatea:
2K =3 ()" ",
m=0
Definitia 10. Fie dat G -complexul X" =(®°, @', ..., &"). Si examinam complexul
X" =(}",&"",..,&"), unde fiecare quasisimplex abstract Q", cu dimensiunea m, e
considerat un complex celular [19] cu dimensiunea n-m, notat prin Q;™", pe cdnd totalitatea
acestor complexe cu dimensiunea n-m — prin &"",0<m<n,ieA,,, desigur, respectind

incidengele. Complexul abstract X se numeste dualul complexului GX".

De exemplu, un simplex O-dimensional incident la n fatete (simplexe) (n-1)-dimensionale
ale unui simplex n-dimensional reprezintdi un CW cu dimensiunea n in forma unui simplex
n-dimensional, avand ca celule multimea tuturor fatetelor acestuia, inclusiv cea improprie

(interiorul simplexului n-dimensional).
Consecinta. Complexul dual X al complexului GX" este un complex celular (CW) conex.
Fie
H{(XK],2), H; (K], 2),..., H] (K], Z)
sirul grupurilor de omologii directe ale lui GXj .
Teorema 6. Pentru complexul X" sunt adevarate relatiile:

V, (X", Z) = H (X!, 2),

V,(X",Z) = H} (K], 2),
V, (X", Z)=H;(XK],Z)

In baza acestei teoreme obtinem ca teorema Kolmogorov-Alexander [19], [18] cu privire la
dualitatea grupurilor de omologii si coomologii pentru spatii topologice ramane valabild si 1n
cazul complexului generalizat de relatii multi-are GX" . Astfel, obtinem

Teorema 7. Pentru complexul GX" sunt adevarate urmatoarele egalitati:

A (X", Z)=V (X",2),

A(X",2) =V, ,(X",2),
A"(X",Z2) =V, (X", 2).
Fie Z grupul numerelor intregi si G un grup comutativ arbitrar. Se cunoaste [19] ca daca
grupul G admite un numar finit p de elemente generatoare, atunci:

G=G,0G,®..0G,®D,®D, ®..®D,,
13



unde G;, 1<i<p,si D;, 1< j<r, sunt subgrupuri ciclice din G, insa finite, cu perioada c; si

divizorul c;,,. Numerele p,c,,c,,...,C, reprezintd un sistem complet de invarianti ai grupului G,

j+Le
raportati la automorfismele sale. Numarul p este rangul grupului G . Coeficientii c,,cC,,...,C, Se

vor numi coeficienti de torsiune a lui G .
Prin urmare, grupurile de A-omologii A" (GX") ale complexului de relatii multi-are GX" ar
putea sa contind un sistem complet de invarianti ai grupului G, raportat la autormorfismele sale.

In cele ce urmeazi vom construi alte grupuri de A-omologii ale complexului GX", numite

grupuri ale A-omologiilor diluate [19], care nu contin coeficienti de torsiune, insd sunt

importante din punct de vedere al folosirii acestora la obtinerea unor proprietati noi ale lui GX".
Astfel, omologiile directe, coomologiile si omologiile diluate formeaza un suport teoretic necesar
pentru dezvoltarea noii directii de cercetare legate de studierea relatiilor multi-are.

Fie ém(A) grupul A —ciclurilor peste grupul numerelor intregi Z al complexului GX".

Definitia 11. Doud cicluri Z'(A), ZJ'(A) e &"(A) se numesc cicluri diluate,
A—omoloage cu 0, daca JaeZ, |a|>1, incdt a(Z;"(A)—2Z, (A)) ~ 0.

In cazul a doud cicluri diluate si A—omoloage Z."(A),Z)'(A), vom folosi notatia
ZM"(A)~Z7(A), 0<m<n. Usor se verificad ca multimea ciclurilor diluate m -dimensionale si
A-omoloage cu 0, in raport cu operatia de adunare, formeaza un subgrup al grupului ciclurilor
diluate & ™(A), pe care il vom nota prin & T (A).

Definitia 12. Grupul factor &™(A)/ & T(A) se numeste grup al A-omologiilor diluate cu

dimensiunea m al complexului GX" si se noteazd prin A™(X"), 0<m<n.
Notam prin g, rangurile grupurilor A™(&X"), 0<m<n.
Lema 2. Pentru grupurile de omologii A™(GX") si A™(GX") ale unui G -complex de

relatii multi-are K" se respectd egalitatea:

Pm =Pm, 0<M<n,
Atat grupul A™(GX"), cat si AM(GX"), 0<m<n, posedd acelasi numar de subgrupuri
independente si izomorfe cu grupul numerelor intregi Z, 0<m<n.

Lema 3. Pentru un G -complex de relatii multi-are X" este adevdiratd egalitatea:

> D"ay =Y (D",

m=0
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In cele ce urmeazi, vom studia reprezentarea geometrica a grupurilor A™(X"), 0<m<n,

precum si legitura cu A-ciclurile complexului GX", prin introducerea numarului ciclomatic m -

dimensional pentru GX".

3.1.3. Mediana complexului de cuburi abstracte

Problema calcularii medianei, precum si multiplele variatii ale acesteia, se intalnesc la
solutionarea problemelor cu caracter aplicativ, cunoscute in literatura de specialitate ca probleme
de amplasare. Deseori apare necesitatea amplasarii unui centru de deservire pentru o retea de
utilizatori, reprezentatd, de regula, printr-un graf neorientat, astfel incit suma distantelor minime
de la acest centru pana la celelalte noduri ale retelei sa fie minima. Locul optimal de amplasare,
in sensul indicat mai sus, se numeste mediana. Tinand cont de esenta functiei scop, astfel de
probleme se mai numesc probleme de amplasare de tip minisuma si se intalnesc frecvent la
solutionarea problemelor practice legate de alegerea locului ,potrivit” pentru o statie de
telefoane, a unui depozit pentru o retea de magazine, legate printr-o infrastructurd de drumuri, a
unui oficiu postal dintr-0 localitate, etc.

La general, problema medianei este o problema NP-completa [86], cu toate consecintele ce
urmeaza din aceastd constatare. Totusi, in unele cazuri speciale, frecvent intdlnite in practica, se
reuseste elaborarea unor metode eficiente de calculare a medianei. O oportunitate in acest sens
ne oferd complexul de cuburi abstracte.

Fie (X,d) un spatiu metric finit cu multimea de elemente X ={X,X,,..,X,} s

n
f(x)= Zd(x, X;)p(x,) o functie definitd pe X, unde p(x;) este un numar real pozitiv, numit
i=1

ponderea elementului x, € X .

Definitia 1. Punctul x* e X, care satisface egalitatea
f(x")= rp;xn;d(x,xi)p(xi),

se numeste mediana lui X .

Sunt cunoscute aplicarile medianei in practica cotidiana, mai ales in amplasarea obiectelor
de deservire. Insd procedura de calculare a acesteia in conformitate cu formula de mai sus
devine, in anumite conditii, 0 chestiune anevoioasa. In lucrarile publicate anterior, pentru niste
complexe speciale sunt expusi algoritmi eficienti de aflare a medianei, fara a utiliza metrica.
Vom expune ideea calculdrii medianei intr-un arbore abstract omogen n-dimensional, n>1.
Pentru scheletul 1-dimensional al acestui arbore se propune un algoritm eficient de aflare a
medianei fara a utiliza vreo metrica.

Algoritmul de calculare a medianei pentru un arbore finit cu ponderi pozitive ale
elementelor, este nu doar un algoritm elegant, dar si-a gasit si aplicatii practice. Aceeasi situatie
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0 avem si in cazul unui complex de patrulatere cu muchiile ponderate in mod special pentru
spatiul euclidian EZ.

Fie 3, un complex cubic abstract omogen nonorientat. Frontiera bdJ}, este o sfera (n—1)-
dimensionala cubiliatd Q%" Fie st(1°)Q8"" — steaua varfului 1° calculati pe sferaQs" .

Vom examina, in cele ce urmeaza, problema calculdrii medianei unui complex special de
cuburi abstracte, considerand ca varfurile complexului 3', se i-au dintr-un spatiu metric discret,
reprezentat printr-o multime oarecare M . In aceste conditii, daci &° = M, atunci mediana lui
3", este determinatd de punctul X~ € M , ce satisface relatia:

F(x) =min f(x),

unde f(x) este functia definita pe multimea M si cu valoriin R™:

f:M — R incat f(x)= D d(x x)p(x).

X e’

Definitia 2. Un complex abstract n-dimensional, omogen si neorientat 3, care satisface
condigiile:
1) orice cub 1* €int3", aparzine cel pusin la 2" cuburi n-dimensionale din 3}, 0<k<n;
2) daca 1° este un varf din bd3J},, caruia ii sunt incidente exact n arce ale lui bdJ), iar
steaua st(1°) bdJ', consine exact n cuburi (n—1)-dimensionale ale lui bdJ}, atunci
cubul n-dimensional 1", determinat de aceasta stea, apar¢ine complexului 37,

se numeste arbore omogen n-dimensional. Notam acest arbore prin A" .

Fig. 1. Complex omogen 3-dimensional ce nu corespunde definifiei 2

Prin definitia 2 este exclusa situatia din figura 5.1, importanta pentru calcularea medianei

complexului. In astfel de situatii, totdeauna se poate indica un sistem de ponderi ale varfurilor,

~

incat mediana X~ si nu apartind complexului 3. De exemplu, conditia 2 din definitia arborelui
omogen este necesard la calcularea medianei pentru sk(1)3',, care poate sd nu se afle pe

sk(0)3, adica X" e M\ &°.
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Pentru a ilustra cele mentionate, vom examina complexul cubic J%, reprezentarea

geometrica a caruia este data in figura 1. Considerand muchiile cu lungimile egale cu 1, iar

ponderile varfurilor:
p(x) = p(y) = p(2) =100,
p(w) =1, pentru celelealte varfuri din I35,
in calitate de mediand vom obtine varful v, care nu apartine multimii &° = sk (0)3J', .
Consideram in continuare functia
p:&° ->R*
si lungimile muchiilor din clasele de muchii paralele £7,&;,...,Z2 egale, respectiv, cu numerele

d,,d,,...d,,
unde d, >0, pentru 1<i<m. Astfel, se presupune ca toate muchiile ce apartin unei clase au
aceeasi lungime. Mai tarziu vom ardta ca lungimile respective ale muchiilor pot fi omise.
Numirul p(1°) se numeste pondere a cubului 0 -dimensional 1° e &°.

Descrierea metodei de calculare a medianei arborelui A" o vom incepe cu construirea unui
spatiu normat m -dimensional si interpretarea ulterioara a complexului A" in acest spatiu (aici

m reprezintd numarul de clase de muchii paralele din A").

Fie &°={1°:1< 1<} si & ={I* :1<u<f,} mulimile de varfuri si, respectiv, de

muchii ale arborelui A". Fixam un lant arbitrar L' = (Iil, Iiz,..., Iik), 1<u < B, 1<i<k,cu

originea 1) € &° si extremitatea in 1] ¥, Formam numirul intreg nenegativ
i J

d(Ifi,Igj):t1d1+t2d2+..+tmdm, 1)
unde t =0 (sau t;=1) daci L' trece de un numir par (sau impar) de ori prin muchiile
complexului 3, ce apartin clasei £, 1<i<m[155], [296].

Teorema 1. Relagia (1) reprezinta metrica Hamming.

Demonstratie. Din relatia (1) avem:

1) d(17, |§J ) 2 0. Din egalitatea d (17, Ij’j) =0 rezulti egalitatea:

t,=t,=..=t, =0,

iy

ceea ce conduce larelatia 19 =17 ;
i j
2) egalitatea d(1°,1° )=d (1) ,12) este evident;
i j j i
3) pentru oricare trei varfuri distincte Iff_ , |§_ , I/?k e @°, tinand cont de definirea numarului
i 4

d(1?,17), usor se verifica
i 7
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d(1y,12)=d(17 .15 )+d(3 ,12).
i i j k k i
Aceasta din urma si demonstreaza ca (1) este metrica Hamming.

Fie arborele A" dispune de clasele de muchii paralele £7,%,....,&, cu lungimile fixate.

m

m
Consideram spatiul R" peste cAmpul numerelor reale cu norma |x|=]x|. Din originea
i=1

O eR", depunem pe axele de coordonate OY,,0Y,,...,0Y, segmente cu lungimile d,,d,,...,d,,.
Construim in mod univoc pe aceste segmente paralelipipedul P™. Multimea tuturor fatetelor k -
dimensionale, 0<k <m, a acestui paralelipiped formeaza un complex de paralelipipede k -
dimensionale. Vom nota acest complex prin &#* ={P* cP™,0<k <m}. in cazul k =1 obtinem
complexul Z#*, care reprezinta reuniunea tuturor fatetelor 0- si 1-dimensionale din P™. Acest
complex este un subcomplex al lui Z#™. Complexul Z#* reprezinti un graf conex, metric si
nonorientat. Vom nota acest graf prin H =(Y;V), unde Y si V reprezinta multimile de varfuri
si, respectiv, muchii din &#*.

Scheletul 1-dimensional al complexului de cuburi abstracte 3" reprezinta un graf orientat,
notat prin G = (X4;U,). In acest graf, varfurile corespund cuburilor 0 -dimensionale, iar arcele
— cuburilor 1-dimensionale din complexul 3".

Teorema 2. Pentru arborele A" exista 0 aplicatie univocda «:A" — 2", care
interpreteaza A" pe un subcomplex din &#™, astfel incdit o : G — &7 reprezintd o izometrie.

Veridicitatea teoremei rezulta imediat din modalitatea de construire a complexului &#™ si
din relatia (1).

In spatiul R[", multimea de varfuri a(X) o notim prin Y ={y,, ¥,,..., Yt a(A").

Consideram functia
o
f(y) =2 p(y) Iy =vill, )
i=1

unde y; este imaginea lui X, € X, cu ponderea p(y;,) = p(X;), 1<i<f,.

Vom demonstra ca punctul y, e R", care minimizeaza functia (2), este mediana grafului
H=(Y;V).

Fard a face vreo confuzie, notam prin y si vectorii din R". Astfel, pentru vectorul

y=(y,y%,....,y") eR" formam y' —y;, y' = y,,....y' = V., 1<i<m, si multimile de indici:

I =j:y' -y} >0,
17 =j:y' —y; =0, (3)
I7=j:y' -y <0.
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Teorema 3. Vectorul y; e R" minimizeaza functia (1) daca si numai daca sunt satisficute

relaiile:

>, ply)= > ply)),

. + 0 . —
Jeli uli jeli

dYoplyp) < DL py;).

jelt jertfur-

(4)

Teorema 3 permite sa afirmam un fapt important: mediana grafului metric H nu depinde de
lungimile d,,d,,...,d, ale muchiilor din V . Prin urmare, paralelipipedul P™ poate fi inlocuit
printr-un cub unitate al lui R", utilizdnd operatia de dilatare sau constrangere a fiecarei muchii
cu lungimea d;, 1<i<m.

Cubul unitate m-dimensional obtinut il vom nota prin E™. Ca rezultat al acestor
rasionamente, obtinem aplicatia:

pPT SE™. (5)

Putem considera ca coordonatele varfurilor cubului unitate E™ in spatiul R sunt numerele

0 si 1. Astfel, fiecarui varf al cubului 1i corespunde un cortegiu binar cu lungimea m. Prin

aplicatia g, graful H trece intr-un graf metric F(H), pe care il vom nota prin
o9 =(Z;W) c E™. Ca rezultat obtinem ca, atdt pe cubul unitate E™, cat si pe graful obtinut
g = (Z;W) c E", este definitd metrica Hamming. Multimea de varfuri Z a grafului g este
La(°), iar multimea de muchii W reprezintda multimea de muchii pa(a¥'). Clasele de
muchii paralele £7,&;,...,& se transforma in urmatoarele clase de muchii paralele din 1™:

&' = pa(&) & = pa(&)...& = pa(&;),
reuniunea carora nu acopera neaparat toate muchiile din cubul unitate E™. Ar fi o acoperire doar

in cazul cand A" =P™.

Pentru multimea de varfuri Z = {Zl, Z,,.., Zﬁo} pastram aceleasi ponderi:
P(z1) = P(X)), P(Z2) = P(Xp).- P(Z)) = P(Xy.), (6)

unde z; = fa(x;), 1<i < f,.

Astfel, am obtinut aplicatia izometrica:

Pa.G—->G.

Fie varful z, € Z al cubului E™ are coordonatele z, =(z',z’,...,z"), unde z' =1 sau
z) =0 (pe cub e definitd metrica Himming).

Deoarece mediana din R nu depinde de metrica, consideram ca lungimile d,,d,,...,d . ale

muchiilor din toate clasele de muchii paralele sunt egale cu 1. Notam arborele A" prin A"(1). In
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aceste conditii, aplicatia Ba(A"(1)) —» E™ este, la fel, o izometrie, unde Ba(A"(1)) este un
subcomplex al complexului, format din fatetele lui E™. Relatia de izometrie permite examinarea
medianei arborelui A"(1) pe subcomplexul SBa(A"(1)).

Formam matricea N, liniile careia corespund varfurilor grafului g, iar coloanele —

claselor de muchii paralele £*,25°,...,&":

1 1 1 1
gl 7 . & .z
{ { J,' {
7, 7} 7] ") <z
z; 1, 2 7y | <« 1,
N = )
z; ozt .7 | <y
1 2 j m
Zﬁo Zﬁo Zﬁo Zﬁo < Zﬂo

Pentru fiecare coloana j din matricea N calculam un numar r;, considerand r; =1 sau
r, =0, 1< j<m, conform regulilor:

a) daca produsul scalar

(2),23,.2) )(P(,), P(2,)1s P(2,)) =Y 2 P(2;)

5 ) 1 So . . 5 o .
este un numar mai mare decat Ez p(z;), atunci r; =1, iar daci acest produs este mai mic decét
i=1

suma indicata, atunci r,=0;

b) daca are loc egalitatea
S 1 So
Zzi] p(z,) = _Zp(zi)! (7)
i=1 2 i=1
atunci valoarea lui r; se alege in mod arbitrar: 0 sau 1.
Ca rezultat, obginem cortegiul r = (1, r,,...;Fj,.., 1)
Teorema 4. Cortegiul r =(r,1,,...,1,,) reprezintd o linie din N .

Pentru a demonstra aceasta teorema sunt necesare niste examinari preventive.

Fie T"" o transversala (n—1)-dimensionali a complexului A"(1). Aceasti transversali
separa A"(1) in doua parti distincte, notate prin Aj, (1), Aj, (1), si numite, conventional,
subcomplex de stdanga si subcomplex de dreapta, in raport cu transversala T,"". Ambele

complexe obtinute sunt arbori omogeni, doar ca nu neaparat si n-dimensionali (unul dintre

acestia ar putea fi (n—1)-dimensional).
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Notim in continuare prin &°, &1°, &, si &, respectiv, multimile de varfuri ale

complexului A"(1), ale transversalei T,"" si ale arborilor Af,(1), A, (1). Sunt evidente

relatiile:
& = Sy,
@ CQQI(OZ), ®)
Sy NSy = S,
& v, =,

i(1) i

Pentru multimile de varfuri @(1) s1 & (2) ale arborilor Aj, (1) si Aj, (1), determinate de
transversalele T.""', 1<i<B, unde B reprezinti numirul tuturor transversalelor (n—1)-

dimensionale, calculam suma ponderilor varfurilor p(& (1)) si p(&¥ (2))

|(1))_ Z p(l )

1<y

P(Sy) = D p(1°)

1<)

9)

Numerele p(&¥ (1)) si p( .(2)) se vor numi ponderi ale complexelor Af, (1) si Af, (1).

Precum s-a mentionat anterior, o transversald n-dimensionald genereazd doud transversale

(n—1) -dimensionale, pe care le vom numi transversale vecine.

Transversalele T."™* si Tj“"1 le vom considera paralele daca in arborele A" (1) exista sirul de
transversale vecine T"" =T, T,%,...T/" =T In cazul cind doui transversale (n—1)-

dimensionale din A"(1) nu sunt paralele, vom spune ca acestea sunt transversale de directii
distincte.

Fie "%, T,",...,T."" un sir maximal de transversale paralele din A"(1), in care T,"" si

T, 1<s<r-1, sunt vecine. Fiecare dintre aceste transversale determini in A"(1) un

s+l 7
subcomplex de stanga si un subcomplex de dreapta.

Definitia 3. Transversala T,"* din sirul ordonat T T,*,...,T"™ se numeste transversald
mediand a arborelui A"(1) daca pentru ponderile de stinga si de dreapta ale acesteia se

respecta inegalitdatile:

p( |(1))> p(F, .(2) \&°),

(10)
(S \S°) < (S ).

Mentiondm ci, transversala mediana din sirul T,"*,T,"",...,T"™" poate fi determinati in mod
eficient prin aplicarea unui algoritm de complexitate O(logr), bazat pe utilizarea metodei

cautarii binare.
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Din definitia 3 rezultd ci dacd T" este transversala pentru care are loc egalitatea

P(®Fy) = P(F3 ), atunci aceasta este unica transversald mediana in sirul T,"' T, T

Totodatd, usor se deduce ca, in sirul indicat exista cel mult doua transversale mediand si in acest
caz ele sunt transversale vecine.

Teorema 5. Un vdrf x. al grafului G =(X;;Ug) =sk(@Q)A" (1) este mediand in G daca si
numai daca acest varf reprezinta in arborele A"(1) intersectia a n transversale mediana
(n—1) -dimensionale.

Demonstratie. Necesitatea. Fie x, varful mediana al grafului G =(X;U)=sk(1)A"(1).
Observam, mai intai, ca in complexul de cuburi abstracte A" (1), orice varf se afla la intersectia a

cel putin n transversale (n—1)-dimensionale. Conform teoremei 3, in mod univoc rezulta ca

existd anumite n transversale (n-1)-dimensionale Til"’l,Ti;’l,...,Ti”’l, la intersectia carora se
n

afla varful mediana x, si pentru care necesita sa aiba loc niste relatii. Sa le expunem in mod
explicit.
In arborele A" (1) definim:

a) A{(l), Ai:(z), A';(l), A{;(z),..., A‘:(l)’ A:(z) — perechile de subcomplexe ale arborelui,
determinate de transversalele Til"*l,Tigfl,...,Ti:*, @ilo(l);
b) Sl Sy By s By S — Multimile de varfuri (cuburi 0 -dimensionale) ale
subcomplexelor Aif(s), 1<t<n, se{l,2};
c) p(Qgilo(l))v p(@fa)): p(@:(l))a p(Qgizo(Z))a ey p(qgi:(l))a p(@:(z)) — ponderile
subcomplexelor Aft’(s), 1<t<n, se{l,2}.
Unele dintre subcomplexele mentionate Aio(s), 1<t<n, se{l,2}, pot fi chiar printre
t
transversalele examinate Til”‘l,Ti;‘l,...,Ti:‘l. Inegalitatile (5.18), evident, determini varful x,. Cu

alte cuvinte, are loc relatia:

X, eT"'NT" ' n..AT . (11)
h ) "

Sa demonstram acum conditia suficientd a teoremei. Consideram ca din n siruri ordonate de

transversale au fost selectate transversalele mediani Ti:‘l,Ti;‘l,...,Ti"‘l. Prin urmare, pentru aceste
n

transversale se respecta relatiile de mai sus. Sa admitem totusi ca are loc:

T AT A AT =g, (12)
h ) n
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pe multimea de varfuri din G =(X;U)=sk(1)A"(1). Deoarece fiecare transversald mediana

contine mediana complexului sk(1)A" (1), rezulta ca acesta va nimeri in afara lui sk(1)A"(1).O

judecata din simple silogisme conduce la contradictie prin faptul ¢ nu are loc conditia 2 a
definitiei 2. Aceasta din urma demonstreaza corectitudinea afirmatiei teoremei 5.

Din proprietatile complexului de cuburi abstracte, deducem ca multimea tuturor medianelor
grafului g = (Z; %), izomorfic interpretat in cubul unitate E™, formeaza o multime convexa
si, prn urmare, reprezinta o fateta a lui E™. Deci, daca ne-ar interesa doar acele mediane ale lui
g , care sunt si varfuri ale grafului g, atunci acestea sunt varfurile fatetei respective.

Acum sa revenim la demonstratia teorema 4 anuntata ceva mai sus.

Demonstratie. Sa admitem enuntul teoremei 4 nu este adevarat. Altfel spus, presupunem ca
exista totusi un varf r=(r,r,,.,r,) al cubului E™, insa acesta nu apartine grafului
Pa(G) =g, unde S este de acum aplicatia P" > E".

Fie r =z, € E" \o@ minimizeaza functia f(z), analoaga lui (1). Vectorul z, apartine la m
fatete cu dimensiunea m—1. Aceste fatete pentru complexul, de acum cubic, al tuturor fatetelor
din 1™ reprezintd niste transversale (n—1)-dimensionale, care au o intersectie ce consta exact
din punctul (vectorul) z,. Fiecare dintre aceste fatete contine cate o transversala (n—1)-
dimensionala a complexului Sa(A,), care este izometric cu A (1). Acum mentionam ca z,
respecta relatiile, adaptate la complexul Sa(A,(1)). Totodata, in acest complex oricare m

transversale (n—1)-dimensionale ﬂa(l’iln’l), ﬂa(l’i'z“’l), ﬂa(l’i:]’l) au o intersectie vida,

deoarece vectorul z, nu le apartine. Contradictie cu teorema 2. Deci teorema 4 e justa.

Din cele expuse anterior rezultd un algoritm eficient de calculare a medianei unui complex
de cuburi abstracte, ce satisface definitia 2. Algoritmul este elaborat si trimis spre publicare

In legitura cu problema studiati, in mod firesc apare intrebarea: pe cit de mult poate fi
extinsa clasa de complexe cubice, reprezentate prin arbori omogeni n-dimensionali, pentru care
rezultatele prezentate mai sus rdman viabile. Vom cauta raspuns la aceasta intrebare, examinand

totodata anumite proprietdti noi ale complexului de cuburi abstracte.

Fie 3"(1") complexul n-dimensional de cuburi abstracte, determinat de familia de fatete
ale cubului 1". Orice transversald n-dimensionald imparte complexul JI"(1") in doua
subcomplexe conexe. Fie I o fatetd 1-dimensionald (o muchie) a cubului 1" = (T,,T},....T",),
I, ={x}, T, ={x,.}, incidentd varfului x,. Vom nota prin T} transversala determinatd de

clasa de muchii paralele ce contine muchia I*, iar prin 3(x,) — subcomplexul din 3"(1"),
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determinat de T\, ce contine varful X . Respectiv, prin S(x_n) vom nota cel de-al doilea
subcomplex.
Lema 1. Pentru orice transversala T\ si orice multime I ,[n/2] <k <n-1, este adevarata
inegalitatea:
[3(¢,) T T >[30) 1 T,
Teorema 6. Daca 1" =(T,,13,...,I,) este inchiderea cubica a unui complex de cuburi

abstracte 3, [n/2]<q<n-1, atunci:

) (131 =0

Ite (%)

b) x,e T 3.

2n
1tea (%)
Demonstratie. Vom demonstra mai intai relatia b) din teoremd. Mentiondm cd in inchiderea
cubicd 1" a complexului 3%, orice transversald determinatd de clasa de muchii paralele ce

contine o muchie incidenta varfului X; va contine in mod obligatoriu si o muchie incidentd

vérfului x,, . In baza lemei 5.2.1 i conditiei teoremei, rezulta:

~0q-1
X, € I R
1eQ' (%)

Sa demonstram acum relatia a) din teorema. Specificdm ca, intr-un cub n-dimensional 1",

orice fateta n-dimensionala il imparte pe acesta in doud cuburi (n—1)-dimensionale, care sunt

fatete cu aceeasi dimensiune pentru 1". In cubul n-dimensional putem duce exact n

transversale, prin urmare, obtinem n perechi de cuburi (n—1)-dimensionale. Notdm prin
Xy, Xppes X, varfurile cubului 1" = (T, ={x}, I},....T,,,,T, ={x,,}). Evident, fiecare
transversald contine exact cate o muchie incidentd varfului X,,. Din fiecare pereche de cuburi

(n—1)-dimensionale, determinate de transversalele din 1", alegem acel cub ce contine varful

X, si formdm familia de cuburi (n-1)-dimensionale ﬁ“lﬂ’l(xzn). Intersectia tuturor cuburilor
din %E’l(xzn) contine doar un varf — varful X, .
Subcomplexul ~ 377'(1") contine cel putin o jumitate din elementele multimii T,.

Deoarece q > [n/2], acest subcomplex nu contine varful x, din 3¢, insa contine vérful X,, din

inchiderea cubica 1" a lui3®. De aici, in conformitate cu cele demonstrate mai sus, rezulta

afirmatia a) din teorema.
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Teorema 7. Daca 1" = (I, ={x,}, I},....T,,;, T, ={x,,}) este un cub n-dimensional, iar

39 este un subcomplex din 3"(1"), format din fatetele cubului 1", generate de multimile

Iy, I, Ty, Unde g > [n/ 2], atunci exista un astfel de sistem de ponderi p(X;) ale varfurilor
complexului 3%, incdt pentru orice varf din 3"(1"), calculdnd functia (5.9"), obtinem:

f(x)> f(x,),
unde rolul multimii X il joaca varfurile din 1", iar M reprezinta multimea varfurilor din 3.

Demonstratie. Pentru varfurile complexului 39 fixdm doua tipuri de ponderi:

a) p(x;)=1 pentruoriceelement x, e[, YI, Y. YT ,;

b) p(x;)=A, pentru orice element x; e I';, unde A este un numdr suficient de mare.

(Numarul A poate fi ales astfel incat sa fie mai mare decat suma distantelor calculate
de la x,, pand la toate varfurile multimii I, YI; Y... YT, ;. Acesta nu contravine
conditiilor din teorema)
Luand in consideratie structura multimii I';, precum si cele demonstrate in teorema 6,
obtinem afirmatia din teorema.
Din cele studiate rezultd ca prezinta interes studierea, complexelor de cuburi abstracte 3" ce
poseda urmatoarele patru proprietati:
1) orice cub k -dimensionale 1* eint 3" apartine cel putin la 2" cuburi n-dimensionale,
0<k<n;
2) daca X este un vdrf de pe frontiera bd3", caruia ii sunt incidente exact t muchii,

3<t<n, si pe aceasta frontiera exista reuniunea Iy YT, Y.. YT, atunci inchiderea

-1
cubica a acestui subcomplex apartine lui 3";

3) grupul de omologii de rangul zero al complexului 3" este izomorf cu grupul numerelor

intregi, adica 1° (3",2)=Z;

4) grupurile de omologii de rangul k =1,2,...,n sunt izomorfe cu zero, adica

0N(3", ) =07 (3",2)=...=0" (3",Z2)=0.

Complexele de cuburi cu proprietatile indicate mai sus servesc drept model matematic in
multiple probleme practice legate de amplasarea optimald a unor centre de deservire. Un rol
aparte aici i1 revine problemei medianei, pentru care s-a elaborat o metoda eficientd de calcul.
Important e ca aceasta metoda poate fi generalizata si pentru cazul unor complexe de cuburi mai

ganerale. Ba mai mult, cu efortul unor modificari, ea ar putea fi folositd si in cazul unor

complexe de poliedre cu proprietati speciale.
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3.2. ACOPERIREA/DIVIZAREA GRAFURILOR NEORIENTATE CU MULTIMI D-
CONVEXE

Problema acoperirii grafului cu multimi d-convexe reprezinta o variatie a problemei clasice
de acoperire a unei multimi de elemente, cunoscute, in special, datoritd rolului acesteia in
dezvoltarea teoriei complexitatii algoritmilor, solutionarea problemelor de optimizare discreta si
multiplelor aplicatii practice.

In cadrul proiectului au fost obtinute rezultate noi ce tin de acoperirea/divizarea grafului in
multimi d-convexe netriviale si fost demonstrata NP-completitudinea problemei generale de
acoperire si a unor variatii ale acesteia. Cercetdrile legate de estimarea numarului maxim de
divizare d-convexa netrivialda a unui arbore au permis stabilirea conditiilor necesare si suficiente
de existentd a divizarilor d-convexe netriviale pentru arbori. Mai mult, in baza formulei de
estimare a numarului maxim de divizare d-convexa netriviala a fost propus un algoritm
polinomial de solutionare a problemei de divizare d-convexa netriviala pentru arbori. Problema
de acoperire/divizare in multimi d-convexe a grafului neorientat a fost formulata ca o problema
de programare liniara binara. Ceia ce a favorizat dezvoltarea un model matematic de programare
liniard in numere intregi pentru optimizarea organizarii administrativ-teritoriale a Republicii
Moldova, care fiind implementat in sistemul MATLAB a permis efectuarea simularile necesare
in baza setului variat de criterii si indicatori (geografici, demografici si financiari). Modelul
propus s-a dovedit a fi un instrument eficient care in timp real permite generarea scenariilor

optime.

3.2.1. NP-completitudinea problemelor de acoperire si divizare a grafului neorientat in

multimi d-convexe

O serie de rezultate ce tin de studierea p-acoperirilor d-convexe au fost obtinute de catre
matematicianul D. Artigas care a demonstrate NP-completitudinea acestei probleme pentru cazul
p >3, iar problema 2-acoperirii unui graf cu multimi d-convexe a fost declarata deschisi. In mai
multe probleme cu caracter teoretico-aplicativ se foloseste un caz special al acoperirii d-convexe
sl anume, acoperirea cu multimi d-convexe netriviale.

In cele ce urmeazi este expus un sir de rezultate noi cu privire la NP-completitudinea
problemei de acoperire a unui graf neorientat cu doua multimi d-convexe si a problemei de

acoperire/divizare in multimi d-convexe netriviale. Rezultatele obtinute au fost publicate in
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articolele [1], [3], [5], [7] si prezentate la o serie de conferinte stiintifice nationale si
internationale [4], [8], [11], [12], [16], [19].

Vom ardta in continuare cd problema 2-acoperirii d-convexe este NP-completd. Pentru
aceasta, vom reduce problema 1-IN-3 SAT, despre care se cunoaste ca este NP-completa, la
problema 2-acoperirii d-convexe. Sa formulam ambele probleme.

Problema 1. (Problema 2-acoperirii d-convexe) Fie G =(X;U) un graf neorientat. Sa se
determine daca exista doua multimi d-convexe in G, astfel incdat aceste multimi acopera
multimea X.

Problema 2. (Problema 1-IN-3 SAT) Fie V ={v,,v,,..,V,} 0 multime de variabile si
C={c, ¢y, e} 0 colectie de clauze asupra variabilelor V, unde fiecare clauzd ¢ € € satisface
egalitatea |c| =3 si nu contine literali cu negatie. Sa se determine daca exista 0 atribuire de

valori a variabilelor din V, astfel incdt orice clauza din ¢€ sa contina exact un literal cu
valoarea “adevarat”.

Vom spune ca ¢ este satisfiabila daca exista o atribuire de valori a variabilelor din V, astfel
incat ¢ este satisfiabila si orice clauza din ¢ contine exact o variabila cu valoarea “adevarat”.

Teorema 1. Problema 2-acoperirii d-convexe este NP-completa.

Demonstratie: Mentionam ca problema 2-acoperirii d-convexe apartine clasei NP, deoarece
in timp polinomial se verifica d-convexitatea unei multimi. Urmeaza sa reducem problema 1-IN-
3 SAT la problema 2-acoperirii d-convexe. Intdi de toate, vom determina structura grafului
particular G =(X;U), care corespunde unei instante arbitrare a problemei  1-IN-3 SAT. Dupa
aceastd, vom arata cd ¢ este satisfiabila daca si numai daca pentru G exista 0 2-acoperire d-
convexa. Vom demonstra ca orice 2-acoperire d-convexa a grafului G defineste o atribuire de
valori a variabilelor din V, astfel incat ¢ este satisfiabild. Pe de altd parte, vom demonstra ca
orice atribuire de valori a variabilelor din multimea V, pentru care ¢ este satisfiabila,
defineste o 2-acoperire d-convexa a grafului G.

Construim un graf G =(X;U) dupa cum urmeaza:

Multimea de varfuri X este alcatuita din urmatoarele multimi:

a) v :{“1’“2’-"’%}1 Y :{f 1 Y15 Yor Yai Yas ys}i Z ={t1 ), 2,23, 2y, Zs};

b) F={f, 1< j<m}, T={t,|1< j<m};

c) L={Ii|1<j<m, 1<i<3}, £={]1<j<m 1<i<3}, Q={q}|1<j<m, 1<i<3}.

Obtinem X =7UYUZUFUTULUQULL.

Fiecare variabild v, eV corespunde varfului « €%, 1<i<n. Fiecarei clauze ¢ | € e,
1< j<m, i corespund unsprezece varfuri: f,,15,17,13,6,¢,6,0;,07,05,t;.

IR R R R RS RS
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Multimea de muchii U satisface conditiile:

a) 7 UQ formeaza o clicd in G;

b) I'(f)=2UQUF U{y,,y,} si T'(t)=2UQUT U{z,,2,},

€) I'(Ys) = FU{Y,, ya} i T(z,) =T U{z,, 2,};

d) T(y,) =1(Y,) =15, Vu} 81 [(2) =T'(z,) ={z, 2, };

e) fiecdrei clauze ¢, ={v,,V,,V.}, 1< j <m, fi corespund optsprezece muchii:

A R (TS RS R (AN R R R (AN R UAN R (AN R G ARG B R G

,{é}, I?},{Z}, I.3},{éj2, I}},{ejz, I.3},{éf, I?},{Zf, Ijz}.

Fara a pierde din generalitate, excludem cazul trivial |€| =1. Vom considera |é| >2.

Daca pentru G =(X;U) exista 0 2-acoperire d-convexd, atunci ¢ este satisfiabila.

Fie 2,(G)={S;,S} o 2-acoperire d-convexa a grafului G. Se observa cu usurintd ca pentru
orice i, j e{L,2} se obtine d —conv({y;,z;}) = X .

Fieca y,,y,€S;, 2,2,€S,, S, ={Y5, V., ¥s, T }UF i S, ={z,,2,,z,,t}UT .

Mentionam in continuare cateva proprietati importante.

Proprietatea 1: S,1 S, =< si S,1 S, =J.

Se verifica cd S, < d-conv({y,,Y,}) si S,cd-conv({z,z,}), ceea ce implicd relatiile
S,cS,51S,cS,.

Mai mult, pentru orice u e{f}UF obtinem:

d —conv({u,t}UT) cd —conv({f}UF US,) = d —conv(S, US,) cd —conv(S, US;)=X .

Carezultat, u¢ S, pentru orice ue{f}UF.

De asemena, pentru orice u e{t}UT obtinem:

d—conv({u, f}UF) cd —conv({t}UT US,) cd —conv(S, US,) cd —conv(S,US,;)=X.

Carezultat, u¢ S, pentru orice u e{t}UT . In final, avem S,1 S, =@ i S,1 S, =&.

Proprietatea 2: Multimile 7,L,Q si £ sunt univoc interdependente.

Daca varful |} apartine multimii S, atunci I (l})l 7 < S, si varfurile é:f apartin multimii
S,, pentru orice k, 1<k <3, k#i. Daca varful ¢ apartine multimii S,, atunci I'(¢)| LS, si
pentru orice I}, care apartine multimii 7'(«)| L, varfurile Z;-( apartin multimii S, , pentru orice k,

1<k <3, k=a. Varful Zij apartine multimii S, dacad si numai daca qi]- apartine multimii S, .
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Daca varful 4 face parte din multimea S, , atunci L':{Ij.‘ 1<k <3 k=i}c S, si F(l;‘)l 7 se
contine in S, , pentru orice If e L".

Proprietatea 3: Exact un varf din L, {I}, IJZ,I } apartine multimii S, si exact un varf din

{eJ, 0 J} apartine multimii S, , pentru orice j, 1< j<m.

Exact un varf din L, {I},If,l } apartine multimii S,, pentru orice j, 1< j<m. In caz
contrar, daca cel putin doua varfuri diferite |7 si I? din L; apartin multimii S,, atunci si f,
apartine multimii S, . Tinand cont de proprietatea 1, se obtine contradictie. Daca nici un varf din
L, nu apartine multimii S, atunci L; c S, {el, T }cS si t; apartine multimii S;. Avand
in vedere proprietatea 1, se obtine contradictie. Prin analogie, se demonstreaza ca exact un varf
din £, {ZJ, 0 J} apartine multimii S, , pentru orice j, 1< j<m.

Vom asocia multimea 2 cu V si L cu ¢, astfel incat orice 2-acoperire d-convexa a grafului
G sa reprezinte o astfel de atribuire de valori a variabilelor V, incét variabila v, contine valoarea
“adevarat” daca si numai dacd « €S, .

Din proprietatile 1, 2 si 3 rezulta ca daca in G exista o 2-acoperire d-convexa 2,(G) ={S;,S,},
atunci ¢ este satisfiabila. Totodata, din cele mentionate mai sus, putem afirma ca multimile S,
si S, sunt netriviale si disjuncte.

Daca € este satisfiabila, atunci pentru G =(X;U) exista 0 2-acoperire d-convexa.

Fie ca exista o astfel de atribuirea a variabilelor V cu valorile “adevarat” si “fals”, incat ¢
este satisfiabila. Vom construi pentru graful G o familie de acoperire 2,(G)={S;,S,} dupa cum
urmeaza:

1. Definim multimea S, ={z,,2,,2,,2,,z,,t}UT ;

2. Pentru orice variabila v; din V cu valoarea “adevarat” adaugam varful « si multimea

=I'(4)I L la S, sipentruorice I} € L' adaugam varfurile q? si é? la S, , astfel incat Z? ~17
si Q] i ;

3. Definim multimea S; = X \S,.

Se verifica ca 2-acoperirea d-convexa obtinutd 2,(G) satisface proprietatile 1, 2 si 3. Prin
urmare, daca ¢ este satisfiabila, atunci pentru G =(X;U) exista 0 2-acoperire d-convexa. De

asemenea, observam ca multimile S, si S, sunt netriviale si disjuncte.

Consecinta 1. Problemele 2-divizarii d-convexe, 2-divizarii d-convexe netriviale si 2-
acoperirii d-convexe netriviale sunt NP-complete.
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Demonstratie: Din constructia grafului particular G din Teorema 1, care corespunde
instantei arbitrare a problemei 1-IN-3 SAT, rezultd ca G poate fi acoperit cu doud multimi
d-convexe care, implicit, sunt netriviale si disjuncte. Prin urmare, orice 2-acoperire d-convexa a
grafului G este si o 2-divizare d-convexa. De asemenea, orice 2-acoperire d-convexa a grafului G
este si 0 2-acoperire d-convexa netriviala.

Din faptul ca problema p-acoperirii d-convexe este NP-completa, pentru orice p=>3, se
deduce urmatoarea consecinta.

Consecinta 2. Problema p-acoperirii d-convexe este NP-completd, pentru orice p=>2.

Problema de acoperire/divizare d-convexa netriviala
In cele ce urmeazi sunt expuse rezultatel cu privire la complexitatea problemelor de
acoperire si divizare d-convexa netrivialda. Sa definim urmatoarele trei probleme.

Problema 3. (p-acoperire d-convexa netriviald) Fie dat un graf neorientat G =(X;U) si
un numadr intreg P=>2. Sa se determine daca exista p multimi d-convexe netriviale, care

acoperd multimea X.

Problema 4. (p-divizare d-convexa netriviala) Fie dat un graf neorientat G =(X;U) si un
numar intreg P=2. Sa se determine daca exista p multimi d-convexe netriviale, care divizeaza

multimea X.

Problema 5. (p-divizare in clici) Fie dat un graf neorientat G =(X;U) si un numar intreg
p > 3. Sa se determine daca exista p clici in G, care divizeaza multimea X.

Problema p-divizarii in clici este problema NP-completa bine cunoscuti. Vom reduce
aceasta problema la problemele p-acoperirii si p-divizarii d-convexe netriviale.

Teorema 2. Problema p-divizarii d-convexe netriviale este NP-completd pentru orice
p=>3.

Demonstratie: Problema p-divizarii d-convexe netriviale apartine clasei NP, deoarece in

timp polinomial se verifica d-convexitatea unei multimi. Fie G =(X;U) un graf al problemei de

p-divizare in clici. Fara a pierde din generalitate, consideram ca G nu este complet. Incepem cu

construirea unui graf particular G'=(X"U") al problemei p-divizarii d-convexe netriviale in
baza grafului G prin adaugarea a doud multimi de varfuri Y ={y,, ¥,,....y,} si Z={z,2,,...2,}
la multimea X, astfel incét sd se formeze multimea X'=X UY UZ si sa fie adevarate egalitatile
I'(y,)=XU{z} si I'(z;)= X U{y,}, pentru orice i, 1<i < p.

Fie 72,(G) o p-divizare in clici a grafului G, p>3. Prin adaugarea varfurilor X, si y; la
multimea X; €2,(G) pentru orice i, 1<i< p, obtinem o p-divizare in clici netriviale a lui G".

Asadar, se obtine o p-divizare d-convexa netriviala a grafului G'.
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Pe de alta parte, fie 2,(G') o p-divizare d-convexd netriviald a lui G', p>3. Fiecare

p
multime d-convexd din 7,(G’) contine cel putin un varf, care apartine multimii X. Prin urmare,
rezultd cd prin eliminarea multimii {x,y;} din X, e 2,(G"), pentru orice i, 1<i< p, obtinem o
p-divizare 1n clici a grafului G.

Teorema 3. Problema p-acoperirii d-convexe netriviale este NP-completd pentru orice
p=>3.

Demonstratie: Problema p-acoperirii d-convexe netriviale apartine clasei NP, deoarece in
timp polinomial se verificda d-convexitatea unei multimi. Construim graful particular
G'=(X"4U") al problemei p-acoperirii d-convexe netriviale din graful general G=(X;U) al
problemei p-divizarii in clici, folosind procedeul descris in Teorema 2. Cum s-a mentionat in

teorema de mai sus, orice multime d-convexa proprie a grafului G' formeaza o clica. Fie 2,(G’)

0 p-acoperire d-convexa netriviala a grafului G'. Obtinem familia de multimi
P ={X;, X,,.. X}, pentru care X, =X \{x,y;}, unde X e?,(G"), 1<i<p, p=3. Familia
P poate sa nu formeze o divizare in clici a lui G. Prin eliminarea multimilor din 2, care se
contin in reuniunea celorlalte multimi si prin eliminarea ulterioarda a varfurilor repetitive se
obtine familia de clici & (G), k < p, care divizeaza graful G. Se observa ca daca un graf poate fi
divizat in q clici si cel putin o clicd C nu este formatd dintr-un singur varf, atunci in urma
divizarii clicii C in doud clici disjuncte se obtine o divizare in ¢+1 clici a grafului G. Prin
urmare, pentru G exista o p-divizare in clici.

Totodata, cunoastem cd orice p-divizare In clici a grafului G, p >3, implica existenta p-
divizarii d-convexe netriviale a lui G'. Din faptul ca orice p-divizare d-convexa netriviala este si
p-acoperire d-convexa netriviald, rezultd ca orice p-divizare in clici a lui G, p>3, implica
existenta p-acoperirii d-convexe netriviale a grafului G".

Combinand Teoremele 2 si 3 cu Consecinta 1. obtinem urmatorul rezultat.

Consecinta 3. Problemele p-acoperirii si p-divizarii d-convexe netriviale sunt NP-complete

pentru orice p>2.

3.2.2. Divizarea arborilor in multimi d-convexe netriviale

Mai sus a fost ardtat cd atat problema centrala de acoperire a unui graf cu multimi d-
convexe, precum si unele variatii ale acesteia (in cazul cand multimile sunt si netriviale) sunt
NP-complete. Din aceste considerente merita atentie studierii acestor probleme pe unele clase de
grafuri, care se regdsesc la solutionarea problemelor practice. Prin urmare problema acoperirii si

divizarii a fost studiata pentru diferite clase de grafuri, cum ar fi: grafurile triangulate, grafurile
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ce formeaza puterea ciclului, grafurile cactus, arbori etc. Rezultatele obtinute au fost publicate in
lucrarile [2], [4], [5] si prezentate la o serie de conferinte stiintifice [8], [15], [17], [18], [21].

In cele ce urmeazi vom prezenta cele mai consistente rezultate care se refera la divizarea
arborilor in multimi d-convexe netriviale. Pentru inceput vom defini doud clase de arbori cu
structura speciald # si & .

Clasei # 1i corespund arborii G, care satisfac conditiile:

1) X(G) ={X, ¥, X\, X5 -ees Xes Yir Yor s Vi }» PENEIU CArE K, K'>2;

k k'
2) UG) ={{x yBUU' {x x Ul . v
Clasei #& ii corespund arborii construiti dupa cum urmeaza:

1) Selectam numerele k>0, k'>2, k =2 si pentru orice i, 2<i<Kk", selectam k, >1.
2) Daca k >1, atunci se definesc multimile X ={x,}U U:ll{xi} siU= Yikzl{{xo,xi}}, altfel
X={x}siU=0.

3) Obtinem X (G)= X UU,, U’ %'}, U(G)=U VU {{x. XTUU,, U7 (. 03

Usor ne putem convinge ca diametrul arborilor ce fac parte din familia »# este 3, iar a celor
din & este 4. Mai mult, orice arbore din familiile # si & contine cel putin cate 6 varfuri.

Urmatorul algoritm determind daca un arbore G apartine sau nu familiilor # sau 2.

Algoritm 1.

Input: Un arbore conex neorientat G = (X;U).

Output: DA #: G apartine familiei 4, sau DA#Z: G apartine familiei £, sau NU: G nu
apartine nici unei familii.

if 0<|X(G)|<5 then return NU

=

if 0<diam(G)<2 or diam(G)>5 then return NU
if diam(G) =4 then goto step 9
flag=0
for every xe X do
if I'(x) >3 then flag < flag +1
if flag =2 then return DA #

else return NU

forevery x,y,ze X, X2y, y#2, X#z do
10: if d(x,z)=d(y,z)=diam(G) and I'(x)1 I'(y) =3 then return DA%
11: return NU
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Teorema 4. Algoritmul 1 determind in timp O(n*) dacd un arbore conex neorientat G
apartine familiei # sau familiei & .

Demonstratie: Corectitudinea algoritmului rezultd din constructia grafurilor din familiile
A# si &. Evident, pasii 1, 4, 7, 8 si 11 se executa in timp constant. Pasii 2 si 3 determind

diametrul arborelui G si daca pentru aceasta se foloseste algoritmul Floyd—Warshall, atunci
complexitatea de executie a pasilor 2 si 3 este O(n®). In pasii 5 si 6 se executd doar o singura
parcurgere a varfurilor arborelui G, prin urmare timpul necesar pentru implementarea este O(n).
Dupa executia pasilor 2 si 3 devin cunoscute toate perechile de varfuri distanta dinte care este
egali cu diametrul arborelui G, ceea ce implica ca pasii 9 si 10 se executd in timp O(n®) . In baza
celor mentionate putem afirma ci complexitatea finald a algoritmului este O(n®) .

Fie L=[X,X,,....,X] un lant intr-un arbore G, k>2. Prin R (X) vom nota multimea de
varfuri ve X(G), pentru care exista un lant L'=[X,...,v] in G, astfel incat L' nu contine varfuri
din L, cu exceptia varfului x, care apartine lui L.

Teorema 5. Pentru un arbore G exista o 2-divizare d-convexa netriviala daca si numai daca
este satisfacuta una din conditiile:

a) diam(G) > 5;

b) Ge #4;

c) Ge?.

Demonstratie: Orice graf, care poate fi divizat in doud multimi d-convexe netriviale,
contine cel putin n>6 varfuri.

Vom analiza 2-divizare d-convexa netriviala a arborelui G in dependenta de diametrul lui.

Presupunem ci diam(G)=2. In acest caz G reprezinti un graf stea, dar se verifici

nemijlocit ca nici un graf stea nu poate fi divizat in 2 multimi d-convexe netriviale.

Presupunem acum ca diam(G) = 3. Selectam doua varfuri X,X'e X(G), pentru care exista
un lant L =[x, Y, z,X"]. Evident, lungimea lantului L este egala cu diametrul lui G si nu existd un
alt lant care uneste varfurile X si X'. Rezultd ca X si X' sunt doud varfuri terminale in G, adica,
I'(x)={y} si I'(x'")={z}. Conditia n>6 implica existenta inca cel putin a doud varfuri diferite
dex,y,zsi x'. Fie ve X(G) este diferit de x, y, z, X' si ve R (Yy), astfel incat d(v,y)>2, sau
veR (z) si d(v,z)>2. Atunci, se obtine o contradictie, deoarece d(y,Xx)=d(x,z)=2 si
lungimea lanturilor I* =[x",z,y,....v] si L* =[X,Y,2,...,V] este mai mare decat 3. in consecinta,
toate varfurile arborelui G, diferite de x, y, z, x' sunt adiacente cu y sau cu z. In acelasi timp,
daca I'(y) ={x, z} sau I'(z) ={y, x'}, atunci se verifica ca pentru G nu exista nici o 2-divizare d-

convexa netriviala. In caz contrar, existd o 2-divizare d-convexa netriviala:
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2 (G) ={{x, YUR.(¥).{z,x}UR (2)}-
Cu alte cuvinte, in cazul diam(G) =3 arborele G poate fi divizat in douda multimi d-convexe

netriviale daca si numai daca G € #.

Presupunem ca diam(G)=4. Selectam doud varfuri x,x'e X(G), pentru care exista un
lant L=[X,y,z,h,x". Desigur, lungimea lantului L este egala cu diam(G) si varfurile x si X'
sunt terminale. Conditia n>6 implica existenta cel putin a unui varf v ,diferit de x, y, z, h si X'.
Daca v este adiacent cu y sau cu h atunci pentru G exista o 2-divizare d-convexa netriviala:

2 (G) ={{x YIUR, (y),{z,h,xIUR_(z) UR_(h)} sau

2(G) ={{x,y,Z}UR_(Y) UR (2),{h,xTUR_(h)}, respectiv.

Admitem ca nu exista varfuri diferite de X, y, z, h si X', care sa fie adiacente cu y sau cu h.
Rezulta ca exista varfurile z' diferite de y, h si adiacente cu z. Daca |F(Z')| =1 sau |F(Z')| =2,

pentru orice astfel de varfuri z', atunci se observa ca pentru G nu exista 2-divizare d-convexa

netriviala. Admitem ca sunt cel putin doua varfuri z" si z" diferite de z si adiacente cu z', ceea

ce nsemna ca |I'(z)[>3. Atunci, existd un lant L=[z"z',z,y,x]. Cum anterior a fost

demonstrat, in aceste conditii, pentru G exista o 2-divizare d-convexa netriviala. Generalizand

toate cele spuse, putem afirma ca in cazul diam(G) =4 exista o 2-divizare d-convexa netriviala

a arborelui G daca si numa daca Ge#.

Presupunem ca diam(G)>5. Existd doua varfuri terminale X si X' in G, astfel incat
d(x,x") =diam(G). Fie L=[x,x}x?,...,x*,x], k>4, un lant in G, care uneste varfurile X si
x'. Evident, L contine cel putin 6 varfuri. Mai mult, lantul L este unic. Prin urmare, lanturile
[x,x},x?] si [¥%...x*,x] genereazi o divizare a grafului G in doud multimi d-convexe
netriviale:

2(@) = {03UU.,R ()X TUULR. ()]

Teorema 6. Pentru orice arbore G cu n>6 vdrfuri, care poate fi divizat in multimi d-
convexe netriviale, exista p-divizare d-convexa netriviald, 2< p< 0,7 (G) .

Demonstratie: Pentru arborele, care poate fi divizat in multimi d-convexe netriviale, exista

o divizare d-convexd netrivialdi maxima 2. (G). Daca 6;”(G)=2, atunci teorema este

demonstrata. Daca 6, (G) >3, atunci amalgamam multimile d-convexe vecine de 6;>(G) -2

ori, astfel se genereaza p-divizarile d-convexe netriviale, 2 < p <;™(G) . Prin urmare, afirmatia

teoremel este satisfacuta.
Consecinta 4. Pentru orice arbore G cu n>6 varfuri, care poate fi divizat in multimi

d-convexe netriviale, exista o 2-divizare d-convexa netriviala.
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Consecinta 5. Pentru un arbore G cu n>6 vdrfuri exista o p-divizare d-convexa netriviala
pentru orice p, 2< p<6:*(G), daca si numai daca este satisfacuta una din conditiile:

a) diam(G) >5;

b) Ge #4;

c) Ge?.

Fie C(G) multimea varfurilor terminale ale arborelui G, iar X un varf, care satisface una din
conditiile:

a) |IIT(x)I C(G)|=2;

b) exista un varf y e I'(X), astfel incat I'(y) ={x,z} si zeC(G) .

Definim multimea

S, ={xU{ve X(G):veI'(x)I C(G)}U{v,,v, € X(G):I'(v,) ={X,v,},v, eC(G)},

pe care 0 vom numi multimea terminald netriviala a arborelui G. Remarcam ca S, formeaza
o multime d-convexa netriviala a lui G. Vom spune ca un varf z al arborelui G corespunde
multimii S, , daca z se contine in S, .

Prin 5(G) vom nota familia multimilor terminale netriviale ale arborelui G.

Lema 1. Multimile terminale netriviale din S(G) Sunt disjuncte doud Cdte doud.

Demonstratie: Presupunem contrariul. Atunci existd cel putin doud multimi terminale

netriviale diferite S, si S,, care se intersecteazi. In baza definitiei multimilor terminale

yo
netriviale rezultd ¢ X= si prin urmare S, =S, . Contradictie obtinutd demonstreazd afirmatia
lemei.

Lema 2. Familia 5(G) este unica in G.

Demonstratie: Corectitudinea lemei rezulta din definitia multimii terminale netriviale si din
Lema 1.

Lema 3. Orice multime terminala netriviala din S(G) apartine exact unei singure multimi

din nggax (G), astfel incadt oricare doud multimi terminale netriviale nu apartin aceleiasi multimi
din 2y (G).
Demonstratie: Tinand cont de definitia multimilor terminale netriviale si definitia divizarii
d-convexe, rezulta ca orice multime din $(G) apartine exact unei singure multimi din 2o (G).
Presupunem ca exista o multime C e pegﬂ“ (G), in care se contin cel putin doud multimi
terminale netriviale ale arborelui G. Fie S, este familia multimilor terminale netriviale, ce fac
parte din C si k =| S, [> 2. Din Lemele 1 si 2, cunoastem ca S(G) este unica si toate multimile

terminale netriviale sunt disjuncte doud cate doua. Putem diviza C in multimi d-convexe
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netriviale disjuncte S;, S,, ..., S,, astfel incat fiecare multime sa contind exact o multime
terminala netriviald din S, . Daca unele varfuri din C raman neacoperite cu multimile S;, S,, ...,
S,, atunci din aceste varfuri selectam un varf X, astfel incat x sa fie adiacent cu un varf
yeS,S5e{S,S,,...S.}, si il addugim la S. In cazul in care mai raman varfuri neacoperite,

repetam operatia. Deoarece k >2, obtinem o noud divizare d-convexa netriviala 2(G) care

satisface inegalitatea [2(G)|>

P e (G)‘. Contradictie obtinutd demonstreazd corectitudinea

lemei.

Lema 4. Pentru orice arbore G cu 2<diam(G) <4 exista cel putin o multime terminala

netriviala.

Demonstratie: In baza definitiei multimii terminale netriviale putem afirma ca orice arbore
G, diametrul cdruia este diam(G) =2, contine exact o multime terminala netriviala S, = X(G).
Se verifica cu usurintd cd pentru un arbore G € # existd exact doud multimi terminale netriviale
si pentru un arbore G € exista cel putin doud multimi terminale netriviale. In mod similar, se

verifica ca pentru un arbore G cu diam(G)=3, care nu apartine familiei 4, Sau cu
diam(G) =4, care nu face parte din #, existd exact o singura multime terminald netriviala
S, = X(G) . Prin urmare, lema este demonstrata.

Lema 5. Pentru orice arbore G cu diam(G) >5 exista cel putin doua multimi terminale

netriviale.

Demonstratie: Fie G un arbore cu diam(G) >5. Fie atunci x si y doua varfuri, astfel incat
d(x,y) =diam(G). Admitem ca X nu corespunde nici unei multimi terminale netriviale din G.
Din definitia multimii terminale netriviale rezultd ca X este adiacent cu varful z care, la randul
sdu, este adiacent cu cel putin doua varfuri diferite de X, toate neterminale. Fie z,, z,, ..., Z,,
k >2, varfurile diferite de x si adiacente cu z. Deoarece G este un arbore, lantul ce leaga
varfurile X si y contine exact un varf z2'e€{z,z,,..,z,}. Din faptul ca z,, z,, .., z, nu sunt
varfuri terminale, pentru orice z2"€{z,,7,,...,2, }\{z'} exista un alt varf z* diferit de z, astfel
incat z* este adiacent cu z". Intrucat, pentru orice doud varfuri in G existi doar un singur lant
ce le uneste, pentru Z* se obtine d(z*,y)>diam(G). Astfel, are loc o contradictie. Din aceleasi

considerente, se obtine o contradictiec dacd se presupune ca y nu corespunde nici unei multimi

terminale netriviale. Dat fiind faptul ca diam(G)>5, varfurile x si y corespund multimilor
terminale netriviale diferite. Prin urmare, pentru un arbore G cu diam(G) >5 exista cel putin

doud multimi terminale netriviale.
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In cele ce urmeazi propunem un algoritm, care determini toate multimile terminale
netriviale ale arborelui G.
Algoritm 2.

Input: Un arbore conex neorientat G =(X;U).
Output: Familia de multimi terminale netriviale $(G) .
1. 5(G)« T, C(G)«I

2: forevery xe X do

3 if |T(X)|=1 then C(G) <~ C(G) U{x}

4: for every xe X\C(G) do

5. flag=0

6: for every yeI'(x) do

7 if I'(y)={x,z} and zeC(G) then flag =1
8:if [IT(X)lI C(G)|>2 then flag =1

9

. if flag =1 then
10: S, ={x}U{ve X(G):veI(x)| C(G)}U
U, v, € X(G):T'(v,) ={x,v,},v, €C(G)}
11: 5(G) «s(G)U{S,}

12: return s5(G)

Teorema 6. Algoritmul 2 determind in timp O(n*) familia de multimi terminale netriviale
S(G) aunui arbore conex neorientat G.

Demonstratie: Corectitudinea algoritmului rezulta din Lemele 1, 2, 3, 4 si 5. Este evident ca
pasii 1 si 12 se executd in timp constant iar pasii 2 si 3 au nevoie de o singura parcurgere a

varfurilor grafului G, de unde rezulti ci complexitatea executiei acestor pasi este O(n). In pasii
4 - 11 se executd doua cicluri imbricate, ceea ce Inseamna ca complexitatea pasilor 4 - 11 este
O(n®). Asadar, complexitatea finald a algoritmului pentru determinarea familiei de multimi
terminale netriviale este O(n?).

Fie £(G) familia de subarbori, care se obtine dupa eliminarea din G multimilor terminale
netriviale din familia 5(G).

Teorema 7. Daca G este un arbore, atunci:

{|s(G)|+ZG,€2(G)egga*(G ), dacd |X(G)|>3;

O (G) = 5
0, daca 0<|X(G)|<2.
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Demonstratie: Tinand cont de Lema 3, se observa ca prin eliminare din G a multimilor

terminale netriviale care apartin familiei S(G), de fapt, se sterg multimile d-convexe netriviale

minimale, care contin multimile terminale netriviale respective. Mai mult, dupa efectuarea

acestor eliminari se obtine familia de subarbori £(G), dintre care unii pot contine, la randul sau,
multimile terminale netriviale.

Daca OS|X(G)| <2, atunci evident 7*(G)=0. In caz contrat, daca |X(G)| >3, atunci
tinand cont de Lemele 1, 2, 3, 4 si 5, se obtine:

0 (G) A S(G) [+ oo O (G).

Propunem o procedura recursivai Max@(G), care determina numarul de divizare d-convexa
netriviala maxima 6., (G) pentru un arbore G si vom demonstra ci procedura Max@(G) se

executd in timp polinomial.
Max@(G)
Input: Un arbore conex neorientat G =(X;U).

Output: Numarul de divizare d-convexa netriviala maxima 6, (G).

=

if 0<|X(G)|<2 then return0

N

. apply Algoritm 3.2: cu ajutorul Algoritmului 3.2 se determina familia S(G)
3: forevery Ses(G) do

4: X« X\S

. for every {x,y}<U do

6: if xg X or yg X then U «U\{{x, y}}.

ol

7. E(G)« Y

8: for every componenta conexa G'e G do

9: EG)«—EG)U{G?}

10: for every G'e £(G) do

11: apply Max@(G")

12: return 657 (G) =1 S(G) [+, o, b0 (G)

Teorema 8. Procedura Max&(G) determind in timp O(N*) numdrul de divizare d-

convexa netriviala maxima 65" (G) a arborelui G.
Demonstratie: Tinand cont de Teorema 7, putem afirma ca procedura Maxé@(G) returneaza
numarul 67 (G). Conform Teoremei 7, timpul de executie al procedurii Maxd(G) in caz

general este:
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T(0) = YT(n)+0(),

unde Zik:lni <n-6si k>1.

In cel mai rdu caz, orice arbore examinat contine exact doud multimi terminale netriviale,
astfel incat fiecare din ele constd din trei elemente, dupa eliminarea carora din G rimane un

singur subarbore. In acest caz timpul de executie este:

T(n)=T(n-6)+0(n%).

Folosind progresia aritmetici, obtinem T(n)=0(n?). Asadar, complexitatea finald a
procedurii Max&(G) este O(n®).

Consecinta 6. Se determind in timp O(n®) dacd pentru un arbore G cu N>6 vérfuri existd

- . . . n
0 p-divizare d-convexa netriviala pentru orice p, 1< p < LEJ .

3.2.3. Formularea problemei de acoperire d-convexi a grafului neorientat in termeni de

programare liniara binara cu aplicatii in solutionarea problemelor practice

Deoarece problema de acoperire d-convexa este NP-completa, este util de dezvoltat aparatul
matematic care ar permite utilizarea pachetelor de calcul stiintific performant (MATLAB,
Wolfram Mathematica) pentru solutionarea problemelor aplicative ce se reduc la problema de
acoperire d-convexa. Mai jos este formulata problema de acoperire d-convexa, ca una din
variantele a problemei de optimizare (minimizarea numarului de multimi d-convexe netriviale
care formeaza o acoperire a grafului neorientat) in termeni de programare liniara binara.

Fie G=(V;E) un graf neorientat. Modelul de programare liniard binard al problemei de

acoperire d-convexa netriviala minima a grafului G se formuleaza in felul urmator:

n 1
D X; = min @
i=1
—Zn:xii <=2 @

i=1
n _ 3
— inj+2xii£0, i=Ln ©
j=1j=i
n o 4
- 2% —Mx <=1 j=1 ?
i=1,i#j
n _ 5
D% M <M, j=1, ©
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X, —Xx: <0, i,j=1n (6)

ij

= Yoxic vyl <0, Lij=1n 7)
ke(viv;)

X X = Yy <1, Li,j=1n (8)

Vi —% <0, Li,j=1n 9)

Vi —%; <0, Li,j=1n (10)

X Vi €01 Li,j=1n (11)

Functia obiectiv (1) minimizeaza numarul de multimi ce formeaza o acopere d-convexa
netriviala a grafului G. Restrictiile (2-6) verifica daca multimile obtinute formeaza o acoperire
netriviald a grafului G. Restrictiile (7-10) verificd daca fiecare multime netriviala este si
d-convexa, iar (11) defineste natura variabilelor decizionale. Modelul propus opereaza cu familia

de multimi X formata din |V |=n multimi X; = {Xy, X, X}, 1<i<n. Variabilele x,

"1 Nin

corespund varfurilor v;, 1< j<n.Dacd x; =1, atunci varful v; intra in componenta multimii in

j
care se contine si varful v,. In acelasi timp, varful v, pentru care x; =1 este rezident in
acoperirea d-convexa netriviala formata si determina in mod univoc multimea din care face
parte. Rezultatele cu privire la modelul propus au fost publicate in lucrarile [9], [10] si [13].

Modelul dezvoltat a stat la baza unui alt model care a fost dezvoltat pentru solutionarea
problemei de optimizare administrativ-teritoriala a tarii. In continuare este formulati problema
propriu zisd si modelul matematic destinat solutionarii acesteia.

Se cunoaste ca administratia publica eficientd la nivel local si national este o conditie
importantd pentru dezvoltarea durabild a Republicii Moldova. Aceasta conditie este evidentiata
in documentele de politici, cum ar fi Strategia Nationald de Dezvoltare "Moldova 2020" sau
Programul de activitate al Guvernului pentru perioada 2016-2018.

Actuala structura administrativ-teritoriala a Republicii Moldova este extrem de fragmentata:
898 autoritati publice locale (APL) de nivelul intai (orase si sate) si 35 raioane, municipii si UTA
Gagauzia (APL de nivel doi) pentru o populatie totala de 2,9 milioane (conform recensamantului
din 2014). Numarul mediu de locuitori intr-0 unitate administrativ-teritoriala (UAT), excluzand
Municipiului Chigindu, este de 2800, in conditiile in care experienta UE aratd cid dimensiunea
optimd a unei UAT pentru a asigura furnizarea serviciilor de calitate precum si pentru a facilita
dezvoltarea economiei locale este de circa 30,000 locuitori. Aproape 90% din UAT au mai putin
de 5000 de locuitori si mai mult de o treime din UAT au mai putin de 1500 locuitori.
Fragmentarea excesiva in cadrul actualei organizari administrativ-teritoriale genereaza un sir de
probleme cu care se confruntda APL. Un numar mic de populatie in cadrul UAT limiteaza

resursele financiare si capacitatea administrativa a APL de a-si indeplini responsabilitatile
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atribuite. Prin urmare, majoritatea absolutd a comunelor nu este capabild sa ofere servicii publice
de calitate si se limiteaza doar la functii reprezentative. Aceasta reduce in special potentialul de
dezvoltare al zonelor rurale ce cuprind mai mult de 65% din populatia totald a tarii.

Consolidarea administrativ-teritoriala prevede sporirea gradului de independenta financiara
a APL prin sporirea veniturilor locale si cresterea eficientizarii cheltuielilor prin utilizarea
economiilor administrative obtinute in procesul amalgamarii pentru Tmbundtétirea calitativa si
cantitativa a serviciilor publice locale furnizate de APL.

In ultimii opt ani au fost realizate mai multe studii privind imbunititirea structurii
administrativ-teritoriale. Aceste studii contin cateva optiuni de amalgamare administrativ-
teritoriala, dar nu dezvoltd nici un model matematico-statistic riguros care ar servi ca un
instrument obiectiv si flexibil pentru obtinerea scenariilor administrativ-teritoriale optime. in
acest context, am dezvoltat un model matematic, implementat intr-un sistem informatic, bazat pe
sistemul de calcul stiintific performant MATLAB, care poate, in conditiile existentei a datelor de
intrare necesare, genera si evalua posibilele solutii de organizare administrativ-teritoriald a tarii,
pentru luarea unor decizii publice adecvate. Rezultatele obtinute in scopul solutionarii problemei
de organizare administrativ-teritoriale au fost publicate in lucrarile [6], [14] si [20].

Problema optimizarii structurii administrativ-teritoriale poate fi formulata ca identificarea
unei Tmpartiri administrativ-teritoriale a localitatilor In regiuni bine conectate, astfel incat
serviciile publice oferite de APL sa fie accesibile si calitative. Criteriile de accesibilitate si
calitatea serviciilor pot fi reprezentate in diferite moduri. In cele mai multe cazuri acestea sunt
functii de numarul populatiei si distanta (costurile) pana la centrul de prestare a serviciilor. De
asemenea, un alt criteriu important constituie optimizarea cheltuielilor administrative si
realocarea resurselor eliberate pentru furnizarea de servicii. Deoarece cheltuielile administrative
pe cap de locuitor se afla intr-o relatie invers proportionald cu numarul de populatie, pentru
minimizarea cheltuielilor acestora vom recurge la balansarea (minimizarea diferentelor)
populatiei intre UAT.

Astfel, evaluarea scenariilor de organizare administrativ-teritoriala poate fi realizata prin

analiza a doi indicatori: (1) economiile administrative si (2) debalansarea populatiei:

Cheltuielile administrative actuale — Cheltuielile administrative noi

Economiile =
Cheltuielile administrative actuale

Populatia maxima dintre UAT — Populatia minima dintre UAT

Debalansarea = —
Populatia maxima dintre UAT

Fie data multimea de localitati S = {sy,s5,..,s,}. Se considera un graf neorientat
G = (V; E) care se asociaza cu S astfel incat fiecare varf v; € V corespunde localitatii s; € S si
muchia {v;, v;} apartine multimii E daca si numai daca s; si s; sunt localitati vecine dintre care

42



exista un drum direct. Fiecdrei muchii {v;, v;} a grafului G i se pune in corespondenta distanta d;j
dintre localitatile s; si s;. Procesul de divizare administrativ-teritoriald este echivalent cu
divizarea multimii de localitati S in familia de submultimi F(S), fiecare element al careia

corespunde unei UAT precum urmeaza:

C+0 VCEF()

cncC' =@ YC,C' €F(S), C=C'

S = U C
CEF(S)

Pentru definirea relatiei de apartenenta vom introduce variabilele x;; care primesc valoarea 1
daca localitatea s; formeaza o primarie iar localitatea s; este subordonata primariei s;, in caz
contrar x;; primeste valoarea 0. Se considera cd daca localitatea s; formeaza o primarie, atunci ea
se subordoneaza ei 1insisi. In general variabilele x;; formeaza matricea patratica X de

dimensiunea n x n. Pentru balansarea populatiei vom folosi douid variabile ajutitoare p™" si

max
P .

Inainte de a formula modelul, vom introduce parametrii necesari:

N - numarul dat de UAT;
D - distanta maxima dintre primaria si localitatile UAT;
P - numadrul minim al populatiei UAT;
P’ - numadrul minim al populatiei in localitatea resedinta de UAT
p; - numarul populatiei 1n localitatea s;;
dij - distanta pe drum dintre localitatile s; i s;;
Rjj -  multimea localitatilor s; ce se afla pe un drum de lungime minima dintre

localitatile s; si sj;

a - coeficientul balansarii populatiei;

B - coeficientul minimizarii distantelor;

A - coeficientul populatiei primariei in raport cu populatia celorlalte localitati din
UAT;

M - un numar suficient de mare.
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Conform notatiilor propuse, se formuleazd urmatorul model de programare liniard in numere

intregi cu un numar dat de UAT:

n n
a(pmax _ pmiﬂ) + EZ Z pfdijxij — min

i=17=1

n
Z p}}(IJI — pmax = 0, i = 1,?1
j=1

n
_prxij +Mxg + p"t <M, i=1n

j=1

- Z i+ |Rijl;; <0, ij=1n

pmiﬂ ) pmax EN

1)

(2)

3)

(4)

)

(6)

()
(8)
©)
(10)
(11)

(12)

Functia obiectiv (1) balanseaza numarul populatiei intre UAT si minimizeaza suma

distantelor de la primariile pana la localitatile subordonate acestora, ponderate cu numarul

populatiei localitatilor date. Restrictiile (2) si (3) servesc pentru determinarea populatiei maxime

p™* si minime p™" pentru toate UAT. Conexitatea UAT se mentine cu ajutorul drumurilor de

lungime minima ce leaga primaria cu celelalte localitati din cadrul UAT (4). Restrictia (5)

verifica daca numarul populatiei UAT este mai mare sau egala cu P, iar restrictia (6) asigura

repartizarea tuturor localitatilor intre UAT astfel incat divizarile teritoriale sa nu se intersecteze.

Conditia (7) stabileste numarul UAT, iar (8) verifica daca distantele dintre primaria si localitati
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UAT nu sunt mai mari de D. Conditia (9) verifica daca numarul populatiei primariei inmultit cu
coeficientul populatiei A este mai mare decat numarul populatiei fiecarei localitati din UAT.
Restrictia (10) verifica daca numarul populatiei primariei nu este mai mic de P’. Restrictiile (11)
si (12) definesc natura variabilelor decizionale.

Prin schimbarea functiei obiectiv (1) cu

a(p™™ —p™M) + B Z Z pfdijxij Y Z Xip = min
=

i=1j=1

unde y este coeficientul numarului de primarii, si prin schimbarea restrictiei (7) cu

n

—ini < —N

i=1

unde N reprezinta numarul minim de UAT, se obtine un model de programare liniara in numere
intregi care minimizeaza numarul de UAT.

in ambele modele functia obiectiv reprezinta suma ponderati a mai multor criterii. Pentru
simplitatea si claritatea modelarii, unele criterii de optimalitate pot fi realizate sub forma de

restrictii. De exemplu, pentru balansarea populatiei poate fi utilizata urmatoarea restrictie:

pmnx _ pmiﬂ = 5P

Fara indoiala, modelul propus poate fi usor adaptat la conditiile oricarei tari sau regiuni dupa
0 procedura de ajustare prin adaugarea restrictiilor noi (ce tin, de exemplu, de: capacitatea
fiscala, diferentierile etnice, etc.) si modificarea functiei obiectiv (maximizarea capacitatii

economice, maximizarea conectivitatii UAT, etc.).

3.3. POBLEME MULTICRITERIALE DE TIP TRANSPORT

Problemele de optimizare multicriteriald inregistreaza un interes sporit in multitudinea
problemelor socio-economice. Este de remarcat faptul, cd printre acestea problemele
multicriteriale de tip transport se bucura de o solicitare in crestere. Motivul interesului fata de
aceste se datoreaza nu doar formei atractive si clare de prezentare, dar, in mod special, gamei
vaste de aplicatii practice ale acestora la modelarea unor situatii decizinale reale, cat si evolutia
metodelor de solutionare. Este cunoscut faptul, ca o serie de caracteristici importante ale
situatiilor decizionale pot fi evaluate doar cu ajutorul unor relatii de tip raport cum ar fi: costul
cheltuielilor totale de transport in timpul maxim necesar pentru satisfacerea cerintelor
beneficiarilor, beneficiile totale sau valorile produsului total raportate la timpul necesar,
deprecile totale n timpul de realizare s.a. Astfel, in vederea solutiondrii cat mai adecvate se
impun cu necesitate modelele multicriteriale de transport de tip fractionar [11]-[14]. Criteriul de

constrangere dupa timp este o conditie de o importantd majora atat de evidenta incat nu necesitd
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argumentari pentru cele mai multe probleme de optimizare cu aplicatii practice din cele mai
diverse sfere de activitate umana, in cazul in care acesta apare ca o caracteristicicd a modelului.
Un studiu aparte revine modelelor de optimizare in care functiile obiectiv apar in forma unor
rapoarte cu acelasi numitor si anume functii de tipul "minmax" a timpului de realizare. Studiul
acestor tipuri de modele se extinde continuu, odata cu evolutia tipurilor de activitati cat si a
tipurilor de date. Actualmente cu o sporitate intensa se impun datele nedeterminate, adica de tip
fuzzy in viata reald. Din aceste considerente un loc aparte in analiza propusd revine modelelor
multicriteriale de transport cu coeficienti fuzzy. Pentru aceste tipuri de modele au fost elaborati
algoritmi eficienti de solutionare, care au fost testati pe o serie de exemple concrete. Se propun
in continuare concluziile ficute in rezultatul cercetarii propuse cat si bibliografia de domeniu

utilizata.

3.3.1. Problema multicriteriala de transport de tip fractionar cu includerea criteriului de

tip ,,bottleneck”

Modelul matematic al problemei multicriteriale de transport de tip fractionar cu includerea

criteriului de tip “bottleneck” este urmatorul:

Z;Z;cijlxij ;;cijrxij
. _ i=1l j= - _ i=1l j=
i,j 1]
minF_, = max{ti’j‘xiyj > O} (1.2)
(]

in conditiile:

inj =4, (V)Izl,_, ZXIJ =bi’(v)J=1’_’ (13)
j=1 i=1

y ai=§n:bj, x; 20, i=1m, j=1n (1.4)
i=1 j=1

unde: c; — preturiori alte caracterigici unitare de transport de la sursa i la destinatia j;

a; —disponibilul sursei i; b; —cerereabeneficiamlui j; x; —cantitatea de produs

transportata de la soursa i la destinatia j; t; —timpul de transportare a unei

unitati de produs de la sursa i la destinatia j.

Analizand modelul (1.1)-(1.4), se constata ca primele r criterii sunt de tip liniar-fractionar,

mai mult, cu numitorii identici. Functia numitor apare insa si ca un criteriu separat, fiind al (r +
1)-lea criteriu, care este unul de constrangere al timpului, acesta fiind intalnit in literatura de
specialitate sub denumirea de “bottleneck”. Deoarece acest criteriu este de tip neliniar, in mod
evident, modelul (1.1)-(1.4) devine mai complicat de rezolvat. Initial in model se intuieste 0
contradictie intre primele r criterii si criteriul (r + 1). Aceastd, insa, dispare in timp ce modelul

se analiza din punctul de vedere al semnificatiei practice a criteriilor. Putem mentiona, ca printre
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primele r criterii pot fi unele de tip maxim cu o interpretare de tipul: maximizarea cantitatii totale
de transport intr-0 unitate de timp, maximizarea beneficiului total intr-o unitate de timp s.a. fiind
de un sens coerent cu cele mentionate. Acestea nsd nu complica modelul, deoarece este
binecunoscut faptul, ca aplicind unele transforméri elementare criteriile pot fi aduse la acelasi
sens, asa cum apar in modelul (1.1)-(1.4). Cazuri particulare ale modelului (1.1)-(1.4) au fost
analizate 1n lucrarile [1], [6], [7], [12], [16].

In scopul solutionarii modelului (1.1)-(1.4) il vom reduce pe acesta la urmatorul:

m

min F, = izn:cllj Xij oo min F, = zzn:cij X; (1.5)

i=1l j=1 i=1l j=1
minF,,, = rri1’a}x{ti’j X, > 0} (1.6)
in conditiile:
> x;=a;, (V)i=Lm, Zm:xij=bj,(v)j:1, : (1.7)
j=1 i=1

Zm:ai =) b, x;,>0,i

j
i=1 j=1

Il
J—\
(S

I
=

(1.8)

pastrand sensul cOeficientilor si parametrilor modelului (1.1)-(1.4).
Observam, ca modelul obtinut (1.5)-(1.8) este de asemenea de tip multicriterial. Dupa cum se
cunoaste, astfel de modele rareori admit solutii optime. Solutiionarea problemei in acest caz se
face pe multimea unor solutii eficiente, cunoscute si sub alte denumiri, cum ar fi: solutii optimale
in sens Pareto, nedominate, ori solutii de cel mai bun compromis. In acest sens domeniul de
studiu al modelului multicriterial este destul de fertil, ramanand in continuare deschis spre
cercetare. Cazuri particulare ale modelului (1.5)-(1.8) sunt analizate in lucrarile [5], [9], [10], in
care autorii propun algoritmi speciali destul de eficienti pentru rezolvarea acestui tip de modele.

In scopul solutiondrii modelului multicriterial vom aduce in continuare definitia solutiei
eficiente [12], in particular pentru modelul de tip (1.5)-(1.8). Nu vom constrange generalitate,

considerand primele r criterii ale modelului fiind de tip minim.

Vom presupune ci (X,T) este o solutic de bazi a modelului (1.5)-(1.8), unde T
= max € %, >0}.

Definitia 1.1. Solutia de baza (X,T) a modelului (1.5)-(1.8) este eficienta daca si numai daca
pentru orice alti  solutie de bazi a modelului (X,T), unde (X,T)= ()?,'r), pentru care relatia
Fh(X)S Fi ()T ) este adevaratd pentru cel putin un indice adica 3j, e(l,...r), neaparat

3, e(l,....r), unde j, # j,, pentru care cel putin una dintre urmatoarele relatii:
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Fi, ()? ) <F, (X)ori T <T este adevarati. Daci toate trei relatii sunt satisfacute cu semnul egal

atunci solutia de bazi (X,T) a modelului (1.5)-(1.8) nu este unica eficientd de bazi.

Analizand modelul (1.5)-(1.8) si modelul (1.1)-(1.4), este evident, ca ambele modele au
aceiasi multime de solutii de baza, fapt ce reise din identitatea domeniilor solutiilor admisibile

ale modelelor. Urmatoarea teorema demonstreazd cd multimile solutiilor eficiente de baza ale

modelelor (1.1)-(1.4) si (1.5)-(1.8) de asemenea coincid.

Teorema 1.1. Multimea solutiilor eficiente de bazd ale modelelor (1.1)-(1.4) si (1.5)-(1.8)
coincid.
Demonstrare. Vom demonstra initial ca orice solutie eficienta de baza a modelului (1.5)-(1.8)

este de asemenea eficientda de baza si pentru modelul (1.1)-(1.4).
Vom presupune, ca solutia de baza (Y,T) este o solutie eficienta pentru modelul de baza (1.5)-
(1.8). Sa admitem ca (X, T) nu este solutia eficientd de baza pentru modelul (1.1)-(1.4).
Din definitia solutiei eficiente de baza pentru modelul (1.5)-(1.8) rezulta urmatoarele:
Pentru orice alta solutie de baza (X, T), unde (X, T) # ()_(, T) pentru care relatia

Fi (X)S(Fjl (Y) este adevarata pentru cel putin un indice, fie acesta j,,unde j, e(l,...r).

limediat exista cel putin un indice j,, unde j, € (1,...r), pentru cere una din urmatoarele relatii:

F. ()_()< F. (X) ori T<T este adevarati.

2 I2
Vom analiza urmatoarele cazuri pentru solutia de baza (X, T):
cazul @) Fie: T<T;

Conform definitiei solutiei eficiente de baza rezultd urmatoarea relatie adevarata:

F(X) F/(X
J‘I(' )S J‘IS ) pentru orice incice j,unde je(L..r), (1.9)

si pentru cel putin un indice, fie acesta j, inegalitatea (1.9) este stricta.

Inmultind ambele parti ale inegalitatilor (1.9) cu T si considerand k = _I:, vom obtine
urmatoarele relatii adevarate:
F, (X)<k=F, (X) vj,unde j e(L..r) (1.10)

in care pentru cel putin un indice, fie acesta j, unde j, € (l,...r) relatia corespunzatoare din

(1.10) este stricta.

Deoarece este adevarata relatia 0 <k <1, atunci din (1.10) imediat rezulta urmatoarea relatie:
F;(X) < F,(X) pentruorice j,unde je(L..r), sipentruun indice j,, (1.11)
relatia (1.11) este stricta.
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Relatiile obtinute (1.11) contrazic presupunerea ci solutia (X,T) este eficientd pentru
modelul (1.5)-(1.8), prin urmare (X,T) este eficienta de baza pentru modelul (1.1)-(1.4). Astfel

am demonstrat faptul, ca daca solutia (X,T)este eficientd de baza pentru modelul (1.5)-(1.8),

aceasta este neaparat eficientd de baza si pentru modelul (1.1)-(1.4), ceea ce trebuia de

demonstrat.
cazulb) T <T;

In acest caz, pentru cd deja avem cel putin pentru criteriul timp componenta acestuia in
solutia (X,T) mai mica valoric decét valoarea timpului in solutia (X,T), deci, solutia (X,T),
care este eficienta de baza pentru modelul (1.5) - (1.8), conform presupunerii initiale, este
eficientd de bazi si pentru modelul (1.1)-(1.4). Prin urmare, solutia (X,T) este eficientd de

baza pentru ambele modele. Analogic se demonstreaza ca orice solutie eficienta de baza a
modelului (1.1)-(1.4) este de asemenea eficienta de baza si pentru modelul (1.5)-(1.8). Teorema

este demonstrata.

Procedeu de solutionare

In scopul de a rezolva modelului (1.5) - (1.8) pe multimea solutiilor eficiente de bazi vom
dezvolta in continuare un algoritm eficient [12] de construire a acestei multimi.

Algoritmul este de tip iterativ. Fiecare iteratie presupune explorarea si construirea la un
nivel profund a tuturor configuratiilor posibile de solutii bazice eficiente, de fiecare data
efectuand o completare a multimii de solutii de baza eficiente cu acestea noi pentru un nivel
aprioric stabilit al timpului. Timpul este considerat o variabild stocastica, valorile caruia initial
se ordoneaza in ordine valoric crescdtoare. Trebuie de mentionat faptul, cd procedura de
exploarare a pentru fiecare valoare a timpului constd in cresterea ramurilor arborelui in timp ce
aprofundam nivelul de exploarare a solutiilor. Numarul acestora insa este finit, datorita faptului
in primul rand ca problema are dimennsiuni finite, iar algoritmul fiind de tip combinatorial,
acesta exclude solutiile care se regdsesc la un nivel anterior de exploarare. Pentru o noua valoare
a timpului, mai mare decat cea analizata anterior procedura de exploarare se reia. Problema se
considera rezolvata atunci cand pentru toate valorile timpului au fost puse in evidenta solutiile
bazice eficiente corespunzatoare. La etapa finald are loc selectarea multimii de solutii eficiente

din cele inregistrate, excluzand comparativ unele care se repata, ori daca sunt dominate.

Procedura de solutionare se realizeaza conform urmatoarei scheme logice:
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Multimea solutiilor eficiente de baza

unde:A; = (ui +V; )—cij, k<m=n, m,n sedefinesc de dimensiunea problemei,

k fiind indice de ordonare a celulelor, conform datelor timpului din tabelul T.
Astfel, aplicang algoritmul descries anterior dupa un numadr finit de pasi vom obtine multimea
tuturor solutiilor eficiente de baza pentru modelul (1.5) - (1.8), prin urmare si pentru problema

(1.1-(1.4), din care se vor exclude solutiile (daca exista) care se repeta.

Algoritmul combinatorial

Pasul 1. Ordonam celulele din tabelul T in ordinea crescatoare conform valorii timpilor
corespunzitori, folosind in acest scop fie indicele K.

Pasul 2. Avand cererile si ofertele date vom plasa o solutie initiala de baza pentru modelul de

transport, folosind pentru aceasta p celule luate conform ordonarii, unde p>m+n-1. Pentru

aceasta vom calcula T, corespunzator, aplicand formula: T, = max{ti’ j‘xiy i >O}. Celulele cu
ij

indicele k > p le consideram blocate.

Pasul 3. (explorare in adanc). Procedura de la acest pas este de tip iterativ si presupune
imbunatitirea valoricd a solutiei de la nivelul precedent cel putin dupd un criteriu, astfel
inregistrand iterativ cate o solutie eficientd. Exploarare in adanc se face utilizand doar celulele

deblocate pentru care vom calcula mirimile A; :(ui +Vj)—cij. Un nivel de exploarare se

defineneste de pivotarile la toate celulele deblocate pentru care avem adevarata relatia: A, > 0.

L] =
Astfel vom obtine o multime de solutii eficiente corespunzatoare acestui nivel. Un urmator nivel
de exploarare in adanc va fi definit exact de numarul de pivotari anterioare, fiecare dintre ele

generand un numar de ramuri noi in arborele de configuratii ale solutiilor eficiente, care la randul
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sau vor define un alt nivel de explorare. In ordinea excluderii unor solutii anterior inregistrate, la
inregistrarea fiecareia initial aceasta se compara cu celelalte inregistrate anterior, moment care
poate fi verificat si prin pivotdrile propuse.

Pasul 4. Daca avem adevarata relatia: p <m=n, deblocam urmatoarea celula, avand astfel

p = p+1 celule deblocate si mergem la pasul 3, in caz contrar algoritmul se epuizeaza.

Observatia 1.1. Algoritmul descris anterior se realizeaza dupa un numadr finit de iteratii deoarece
problema este de dimensiuni finite, pe de o parte, iar, pe de alta parte, algoritmul este de tip
combinatorial, mai mult, acesta impune conditia ca o urmatoare noud configuratie a solutiei

eficiente de baza sa nu se repete.

Teorema 1.2. Multimea tuturor solutiilor eficiente de bazd pentru modelul multicriterial de
transport de tip “bottleneck” (1.5)-(1.8) poate fi obtinuta aplicand algoritmul combinatorial.

Demonstrare Fie o lista L, de solutii eficiente de baza ale modelului (1.5)-(1.8), construita
aplicand algoritmul ordondrii. Vom presupunem cd S;; este 0 solutie eficientd de bazd pentru

modelul (1.5)-(1.8) care nu s-a inregistrat utilizdind algoritmul ordonarii, dar folosind un alt

algoritm diferit de acesta, prin urmare rezultdcd S;, ¢ L, . Insd avem ci solutia S ;1 corespunde
unui anumit nivel al timpului, fie acesta este T;,. Vom fixa ramura corespunzdtoare timpului T,

in arborele de solutionare a problemei (1.5)-(1.8) aplicand algoritmul combinatorial, incepand cu
nivelul 0. Explorarea In adanc pe aceastd ramurd va conduce la inregistrarea tuturor solutiilor

eficiente de bazd ale modelului (1.5)-(1.8), corespunzitoare timpului T,;. Vom nota aceastd
multime prin L. Prin urmare, solutia S;; in mod obligatoriu se va regdsi in acest set, adica este
adevarata relatia: S; € L;,. Deoarece avem adevaratd relatia: L; < L;, este evidenta relatia:
S;; € L; . Deci, am obtinut urmdtoarele, in cazul in care S este o solutie eficientd de baza a

modelului (1.5)-(1.8) atunci ea neaparat se va gasi aplicand algoritmul ordonarii, daca insa ea nu

se regaseste in multimea L, atunci aceasta nu este o solutie de baza eficienta pentru modelul

(1.5)-(1.8). Teorema este demonstrata.

3.3.2. Metoda de solutionare fuzzy

Prin programarea liniard fuzzy intelegem folosirea teoriei multimilor fuzzy pentru
solutionarea problemelor decizonale cu mai multe criterii liniare.
Definitia 2.1. Un element X apartine unei multimi A, printr-o functie de membru s, (X), care
are domeniul de variatie [0,1].
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In problemele de luare a deciziilor multicriteriale, functiile obiective sunt reprezentate de
multimi fuzzy, iar deciziile se definesc ca fiind intersectia tuturor multimilor fuzzy cu restrictiile
corespunzdtoare. Regula de decizie este de a selecta solutia care inregistreazd cel mai mare
coefficient de membru.

Zadeh in [2] a introdus conceptele de bazd ale teoriei seturilor fuzzy. Zimmermann in [17] a
facut o inovatie in domeniul ludrii deciziilor cu mai multe criterii. El a aplicat mai intai conceptul
de teoria multimilor fuzzy cu alegeri adecvate ale functiilor de membru si a dezvoltat domeniul
cu programare liniara fuzzy. El arata ca solutia obtinuta folosind programarea liniara fuzzy este

intotdeauna una eficienta, in plus, poate fi gasita o solutie a compromisului optim.

Structura matematici a modelului fuzzy
Pentru solutionarea modelului (1.5)-(1.8), propunem initial solutionarea urmatorului

model multicriterial de transport de tip liniar:

minF, =" cixg, MinF, =" ciX; o, minF, =Y > cix; (2.1)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
in conditiile: inj =a,, Vi :1,_m, ZXij = bj , V] -1,n (2.2)
=1 i=1
a=>b, x,>0,i=Lm, j=Ln (2.3)
i=1 =1

pastrand sensul parametrilor si coeficientilor modelului similar (1.1) - (1.4).
Vom aplica tehnica de programare liniard fuzzy [17] pentru rezolvarea modelului (2.1) -
(2.3). Trebuie remarcat faptul ca in acest vom aplica interpretarea fuzzy numai pentru functiile
obiective ale modelului. Prin aplicarea tehnicii de programare liniara fuzzy la modelul de
transport liniar multi-obiectiv (2.1) - (2.3) vom gési interactive solutia compromisului optimal.

Initial vom atribui fiecarei functii obiectiv F, doua valori U, si L, astfel:
L, - nivelul de realizare aspirat pentru obiectivul k;
U, - cel mai 1nalt nivel acceptabil de realizare pentru obiectivul k;

d, =U, —L, este, evident, nivelul de degradare pentru obiectivul k.

In continuare vom construi modelul fuzzy utilizind nivelele de aspiratie si de degradare pentru
fiecare functie obiectiv. In etapa urmitoare vom transforma modelul fuzzy intr-unul de tip

determinist de programare liniara.

Definitia 2.2. Solutia de baza X* a modelului (21)-(2.3) este considerata ideald pentru acesta

daca si numai daca au loc relatiile F, (X +): rpig F(X)k=1r, unde F*= (Ff, F e FF )
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este vectorul Inregistrarilor valorilor functiilor obiectiv in solutia ideald, atuncad cand aceasta este

din domeniul admisibil al modelului.

Definitia 2.3. Solutia de bazdi X a modelului (21)-(2.3) este una de compromis pentru acesta

dacd aceasta este situata la o distantd acceptatd de decident fata de solutia ideald a modelului.

Tehnica fuzzy de solutionare:

Pasul 1. Rezolvarea a r problemelor de transport cu un singur criteriu.

Pasul 2. Construirea tabelului de valori, in care sunt inregistrate valorile tuturor functiilor
obiectiv in solutiile optime ale fiecarei functii obiectiv.

Pasul 3. In functie de tabelul de valori, putem alege cele mai bune si cele mai rele valori din

setul de solutii, adica U, si L, pentru fiecare functie obiectiv.

Modelul fuzzy initial 1l vom construit mentinand aspiratiile fiecarui criteriu, dupa cum urmeaza:

Fo<L.k=Lr, 2.4)
>x;=a, Vi=Lm, > x, =b, Vj=1n, (2.5)
=t i=1
>a, =>b, x>0 pentruvi =1,m,Vj=1n (2.6)
i=1 j=1

Functia de apartenentd z, (X ) vom define-o astfel:

1, if F*(x)<L,
U, -F i
1, (x)= ﬁ if L, <F*(x)<U,
0, if F‘(x)2U,

(2.7)

Tindnd cont de relatiile (2.4) si de definitia functiei de apartenenta uk(X), vom

construe modelul fuzzy, echivalent modelului (2.4)-(2.6), care este urmatorul:

Max A (2.8)
-F _
in conditiile: A< Uk—k, k=1r, (2.9)
k — Mk

>x;=a, Vi=Lm, kY x =b, Vj=1n, (2.10)

=1 i=L
>a =>b, x 20pentruvi=1mVj=1n, 120 (2.11)

i=1 =

Simplificand modelul (2.8)-(2.11), vom obtine urmatorul model de programare liniara:

Max A (2.12)
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in conditiile:

m n

chllj(xlj-i_i(uk_l_k)guk’ k:]‘l 1 (2'13)
i=1 j=1
j=1 i=1
a=>b x20 pentruVi=1,m,vj=1n,1>0 (2.15)
i=1 j=1

Astfel, putem afirma, ca folosind tehnica fuzzy pentru rezolvarea modelului (2.12)-(2.15), vom
determina o solutie de compromis pentru modelul de transport multi-obiectiv (2.4)-(2.6).
Teorema 2.1. Solutia optima a modelului fuzzy modelului (2.12)-(2.15), obtinut aplicand
metoda tehnicii fuzzy este una eficientd pentru modelul (2.4)-(2.6).

Remarca 2.1. Algoritmul descris mai sus este aplicabil tuturor tipurilor de probleme de transport
multi-obiectiv, inclusive problemelor maximului vectorial.

Remarca 2.2. Solutia de compromis optim a modelului (2.12)-(2.15) nu este neaparat de tip

intreg.

Pentru a rezolva modelul (1.5)-(1.8) prin aplicarea tehnicii fuzzy propunem urmitorul
algoritm:

Pasul 1. Ordonarea matricei de timp - T in functie de valorile celulelor in ordine crescatoare si
atribuirea pentru fiecare celuld a unui numar conform ordonatrii.

Pasul 2. Selectarea primelor cel putin (m + n-1) celulelor conform ordondrii, pana cand vom
putea plasa o solutie initiala de baza pentru modelul (1.5)-(1.8), presupunand ca celelalte celule
sunt blocate.

Pasul 3. Vom aplica algoritmului tehnicii fuzzy pentru problema cu doar celulele deblocate si
vom obtine solutia optima pentru modelul (2.12)-(2.15), dar care este in acelasi timp de

compromis pentru modelul (1.5)-(1.8), care, la randul sdu corespunde nivelui de timp calculate
astfel: " =min mifa}x{ti’j‘x” >0},

Pasul 4. Deblocand iterativ in ordinea crescatoare urmatoarea celula din matricea timpului (sau
celule cu aceleasi valori de timp si cost), vom reveni la pasul 3 al algoritmului si vom gasi
urmatoarea solutie optima a modelului fuzzy, care este de compromis a modelului (1.5)-(1.8),
cu timpul de realizarea a acesteea t”, evident, mai mare decat timpul precedent.

Pasul 4 se repeta pana cand toate celulele din matricea timpului vor fi deblocate.

Astfel, algoritmul propus va evidentia un set finit de solutii de compromis pentru modelul (1.5)-

(1.8), prin urmare si a modelului (1.1)-(1.4), fiecare dintre acestea corespunzand celui mai mic

timp posibil de realizare.
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Observatia 2.1. Deoarece problema (1.1)-(1.4), are dimensiuni finite, algoritmul fuzzy, fiind

unul de tip combinatorial, se va realizat Intr-un numar finit de pasi.

Observatia 2.2. Algoritmul tehnicii fuzzy este unul interactiv, deoadece decidentul poate
intervene in procesul de solutionare, modificand nivelul aspiratiilor si, prin urmare, a distantei

pana la solutia ideald, obtinand o noua solutie de compromis.

3.3.3. Problema multicriteriala de transport de tip liniar cu coeficientii functiilor obiectiv
de tip fuzzy

Problema multicriteriald de transport de tip liniar cu coeficientii functiilor obiectiv de tip
fuzzy are o larga si evidenta deschidere aplicativa, deaceea solutionarea acesteia este destul de

importantd. Modelul matematic al acestei probleme este urmatorul:
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inj:ai,(v)izl, , ixij=bj,(v)j=1,, (3.2)

j=1 i=1
Y, =>b;, x;20,i=Lm, j=1n, (3.3)
i=1 j=1

Pentru solutionarea modelului de transport multicriterial de tip liniar cu coeficientii
functiilor obiectiv de tip fuzzy putem aplica unii algoritmi netraditionali . Deoarece parametrii si
coeficientii functiilor obiectiv ai modelului de transport au semnificatii practice reale, cum ar fi
preturile unitare, costurile unitare si multe altele, inclusiv in modelele te tip liniar, prin urmare,
acestea variaza destul de frecvent. Mai mult, s-a constatat ca toti acesti coeficienti, in special ai
unei si aceiasi functii obiectiv practic nu sunt interdependenti, adica variatia unui parametru
simultan implica variatia unui alt coeficient, fapt care ne conduce la ideia ca se poate defini
implicit un parametru de variatie a seturilor de coeficiensi ai functiilor obiectiv pentru fiecare
criteriu. Cunoasterea valorica cel putin a unui coeficient din functia obiectiv, face posibild
determinarea probabilitatii de apartenentd a acestui coeficient unui interval de variatie
coerespunzator, stabilit aprioric din informatia statistica. Astfel parametrul de apartenentd valorii
coeficientului intervalului corespunzator este urmatoarea:

k k

S T8 o pk e [0;1] pentru (i, j,k) 3.4
pij__k_ck' P; €1V P v 1 (3.4)
ij ~Zij

k = .. .. . .
unde: c;, Ci;( - sunt limitele de varitiea coeficientilor cost pentru fiecare
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coeficientc; unde: i=1,m, j=1n,k =

.!_\

Pentru calcularea coeficientilor fufnctiilo obiectiv vom utiliza urmatoarea formula:

_p” (” —C;i )+c”, undec e[ck;c ], pentru i=1m, j=Lnk=1r (3.5)

ij? Ij

Parameterii { pi'} }, considerati variabile, acestea sunt de tip probabilistic, dupd cum se vede din

formula (3.4), iar coeficientii {C }, fiecare dintre ei, are intervalul de variatie, toate fiind

cunoscute aprioric.

In presupunerea ci variabilele {C } pentru V( I, k) unde i=1,m, j=1n k=1r suntcontinue
pe intervalele sale corespunzatoare, parametrii { pi'j- } apar ca functii de distribuire a functiilor de

. . . . . .. K -
definire a acestor variabile. Din aceste considerente functiile { p;} se bucurd de toate

proprietatile functiilor de distributie, inclusiv monotonia si continuitatea.

Prin urmare, atunci cidnd se constatd o crestere a preturilor unitare la produse,
parametrul probabilistic a pretului maximal din intrvalul de variatie a pretului este mai mare
decét cel corespunzator pretului minimal si invers.

Astfel sunt adevarate urmatoarele relatii:

v' Pentru criteriile de tip maximum:

dacd pentru orice doud valori ¢ si ¢’ relatia: C{'* > c{" este adevératd, iar

{,J .l } elci:c'l, = pf? = p*, pentru i€ L,2,...m, je {L2,..,n}te L2,...,r},
unde m corespunde criteriilor de tip maximum;

v' Pentru criteriile de tip minimum:

- . = : 11 - 12 12 11
dacd pentru orice doud valori C; si C;° relatia: C;” <C; este adevarata, iar

e cl?felcicl]; = pi2 < p, pentru ie{L2,..m}, jefl2...nhtefl2,.. r},
unde | corespunde criteriilor de tip minimum;

Cazuri particulare de studiu a modelului (3.1) - (3.3) au fost propuse in [4]. Autorii au
propus o metoda de interval, parametrica, pentru rezolvarea unui model liniar de transport cu
criteriile avand coeficientii de cost fuzzy. Ideea poate fi aplicatd pentru problema multicriteriald
de transport de tip liniar, Insd aceasta duce la o crestere considerabild a numarului de functii
obiectiv, ceea ce complica procesul de solutionare a acesteea. In lucrarile [3], [8], [13], [14],
[15] sunt aduse diverse analize din mai multe puncte de vedere a modelului de transport
multicriterial cu parametrii fuzzy. Trebuie remarcat dificultatea practica de rezolvare a acestor
tipuri de modele utilizind metodele parametrice.

Metoda propusa pentru solutionarea modelului (3.1)-(3.3) are la bazad ideia interdepentei

coeficientilor criteriilor printr-un parametru probabilistic [13], [14]. Fard a constrange
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generalitatea, initial vom considera ca acesta se mentine pentru toate criteriile, caz particular al
problemei generale, cand fiecare criteriu are parametrul sau probabilistic pentru coeficientii

acestuia, problema, bineinteles, mult mai complicata.

Algoritm de solutionare
Pasul 1. Vom presupune ca multimea intervale de variatie a tuturor coeficientilor functiilor
obiectiv este data prin valorile limitd de variatie a acestora, acestea fiind

k., <k
urmatoarele: {[Qij J Cij ]}Izlm j=Lnk=Lr

ky
(Y

Pasul 2. Fie, se cunoaste valoarea cel putin a unui coefficient, de exemplu C unde:

I, € {],2,...,m}, ), € {1,2,...,n}, k, € {1,2,...,r}, atunci putem calcula aplicind formula (3.4)

I . ek =k <
parametrul probabilistic corespunzator intervalului [(_Iillj1 ) Ciljl] , care este urmdatorul:
Ak
ke _ Tkl 2k
piljl - (—:k1 _Ckl !

bji o i
Presupunand ca acesta se pastreaza pentru toate functiile obiectiv, il vom nota cu p.
Pasul 3. Conform afirmatiei despre simultanitatea si interdependenta variatiei coeficientilor

tuturor functiilor obiectiv, vom calcula intregul set de valori ale coeficientilor functiilor

L k A k - k T
obiectiv {Cij }izl,m,jzl,n,kzl,r , aplicand formula : C:} =C; +p- (Ci;( - (_3”) pentru coeficientii in

crestere si CiIJf = C_Ii;( -p- (C_f,;( —QE) pentru cei in descrestere. Astfel, modelul (3.1)-(3.3) se va
aduce la unul de tip determinist, corespunzator coeficientului probabilistic p.
Pasul 4. Pentru solutionarea modelului determinist multicriterial de transport de tip liniar putem
aplica una din metodele aduse in paragrafele 1 si 2, adica tehnica fuzzy ori algoritmul
combinatorial.
Observatia 3.1. Pentru diverse valori ale coeficientului probabilistic p vom obtine diverse
modele multicriteriale de transport de tip linear, pentru solutionarea carora ele pot fi folosite

iterativ metoda tehnicilor fuzzy ori metoda combinatoriala.

3.3.4. Aplicatie practica

Pentru modelul bi-criterial de transport cu 3 surse si 4 beneficiari avem cunoscute

intervalele de variatie a coeficientilor functiilor obiectiv, care sunt urmatoarele:
1.x . . 1. 1 9] 1.z 101
[9111C111 = [0'5’ 1'5] ) [921,(:211 = [0'81 1'2]’ [Ca C311 = [6’ 10]’

[c1iCh1=[L3]; [c},:Cx1=[5:13]; [c3,;C] = [7;11];
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[c1s:Ch] =[4;10]; [c2:Ch] =[2:4]; [c3:Cs]=1[3:5];

14 Gy C. 1= [4 10] [9124 , 5214 = [2; 6]; [9;4;6;4 = [4; 8] )
[c;:Ci1=(2;6]; [c5;ch1=[37]; [cs:Ca]=[4:8];
[c},:C51=1[3;5]; [c5:C»1=1[7:9]; [cs:ch]=L3];
[cryich]=1[2;4]; [c5:;C5]1=[8;10]; [c5:Ca]=1[37];
[ciical=[L7]; [c5:c41=[8:12]; C:Ch]=[0.6;1.4];

cu disponibilul si cererea fiind : A={81917} B={1314,16} Fie avem cunoscut
coeficientul: C;,=2; Ne propunem si determinim multimea tuturor solutiilor eficiente a
modelului.

A 1 .. cye -
Rezolvare. Cunoscand valoarea  C;,=2 , vom calcula coeficientul probabilistic

1 1

< A C,—C 1 . 1 .
corespunzitor aplicand formula: p;, = ——1-=_, vom considera pii = 5 pentru toti
C, —Cyp

. .. . o e — 1 . o N
coeficientii cost. Deoarece intervalul de variatie [cy,;C5] pentru Cj, =2 semnifici un cost in
. D TN k ~k .k k
crestere, vom detrmina coeficientii costului aplicdnd formula: Cj = p - (Cij —Cj; )+ Cj. Astfel,

vom obtine urmatorii coeficienti ai functiilor obiectiv ai modelului, trecuti in urmatorul tabel :

1 2 7 7
4 4 3 4

Costl,2= |1 9 3 4
5 8 9 10

8 9 4 6
6 2 5 1

Utilizand algoritmul combinatorial pentru rezovarea modelului determinist obtinut am identificat
5 solutii bazice eficiente, cu inregistrarile functiilor obiectiv corespunzdtoare. Acestea sunt

urmatoarele:

X! = (xls =8,%X,, =11, X,, = 2, %, = 6, X5, =1, %, =16), S* =(208,167);

X1, = 2, %5 = 6, Xy, =11, X,5 = 8,%;, =1, X,, =16), S? =(186,171)

(
(X, =3, %5 =5, Xy, =11, X, =8, X5, =1, X, =16), S° = (176, 175);
=(

X =5, %, =3, Xy = 6,%,, =13,Xy; =14,%,, =3), S* = (143,265);
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X% = (X =5,%;, =3, Xy = 6,Xy5 =13,%;5 =1,%,, =16), S® =(156,200).

Trebuie de mentionat faptul, cd multimea de solutii eficiente obtinutd este doar pentru

modelul probabilistic de tipul (3.1)-(3.3) cu coeficientul probabilistic calculat: p=% . La

variatia acestuia atat modelul multicriterial de tip fuzzy se va modifica cat si multimea solutiilor

eficiente.
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3.4. UTILIZAREA SISTEMELOR HPC PENTRU SOLUTIONAREA JOCURILOR
BIMATRICEALE iN STRATEGII INFORMATIONAL EXTINSE

3.4.1. Jocuri bimatriceale in strategii informational extinse

Consideram un joc bimatriceal

r=(1,J,AB) (1)
unde | ={1,2,..,n} sunt indicii liniilor (multimea de strategii ale jucatorului 1), J ={1,2,..,m}

sunt indicii coloanelor (multimea de strategii ale jucatorului 2) si A=||a, |[IS’, B = by (I

ij lliel iel
matricele de utilitate ale jucatorului 1 si 2 corespunzator. Sub aspect informational jucatorii
cunosc exact matricele sale de utilitate si multimile sale de strategii. Astfel jocul (1) este in
informatie complectd (jucatorii cunosc exact forma normald a jocului). Vom atribui jucatorilor o
caracteristicd informationald suplimentara, si anume: 1n orice moment de timp jucatorul 1
(respectiv jucatorul 2) cunoaste exact ce strategie alege jucacorul 2 (respectiv jucatorul 1) [1,2].
Aceste conditii “transforma” jocul (1) in joc in informatie perfectd pe multimea strategiilor
neextinse informational. In acest caz deja se pot utiliza muliimi de strategii informational

extinse, care por fi descrise prin muliimi de funciii. Astfel multimea de strategii ale jucatorului 1

(@ jucatorului 2) este muliimea de funciii 0, = {91“ J > I}ﬁlzl (respectiv
4 . o o - .
0, = {Hf - J}ﬂzzl.). Aceste strategii semnifica urmatoarele: pentru orice jeJ aleasa de

judtorul 2 (respectiv pentru orice i€l aleasa de judtorul 1) existd i €l incit 9f(j)= i}

(respectiv existd j” eJ incit 67(i)= j/). Mentionaim ci jucitorii nu cunosc ce strategii
informational extinse aleg partenerii si astfel obtinem un joc in informatie imperfecti pe
muliimea strategiilor informaiional extinse.

Notam jocul descris mai sus prin Game(1<—>2) care este un joc in informatie imperfecta pe
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muliimea strategiilor informaiional extinse si deoarece noi nu cunoastem forma lui normala nu
putem spune daca este in informatie complectd sau incomplecta.

Pentru solutionarea jocurilor de tipul Game(l <> 2) vom aplica urmatoarele metode.

3.4.2. Solutionarea jocurilor bimatriceale informational extinse prin intermediul formei sale
normale

\VVom nota prin

groc ={G,j):jedi=ie=0(j), gref{i,i):iel,j=j’ =0/()
graficele strategiilor informational extinse 67 si /. Astfel  gro] (respectiv groy) este
multimea de situatii in strategii informational neextinse generate de strategiile informational
extinse 6 (respectiv 67).
in baza [3] se poate construi forma normala a jocului in strategii informational extinse

I(1/£2)=(1,0,,0,,Al<> 2),B(l<>2)) 2)

p= iz , pentru

matricea de utilitate a jucatorului 1 este A(l<> 2) Haaﬁu
X1

max a; dacagréy] gré; =,
aaﬁ =1k [grﬁll graz} (3)
— o0 daca gré,1 oré, =,

B=11,
a=1 Il

si pentru jucatorul 2 este B(l<> 2)= Hbaﬂu , unde

max b, daca gro] gréf =,

b,, =1 .ot T wef ] " (4)
—00 daca gré,] gré, =O.

Jocul F(1<—> 2) este un joc in informatie complecta deoarece jucitorii cunosc exact functiile sale

de utilitate si in informatie imperfecta deoarece jucitorii ce strategii informational extinse vor

alege partenerii. Usor se poate observa ci y; =n™ si y, =m", astfel incit se obtine un joc

bimatriceal cu matrici de dimensiun foarte mari, care este egala cu n™ xm".
Astfel pentru determinarea situatiilor Nash de eqilibru in jocul bimatriceal in strategii

informational extinse de tipul T(1<> 2) (2) trebuie:

construirea multimilor de strategii informational extinse ale jucatorilor, adica

— . AT -
o= 3511 51 0, -{eﬁ ! —>J}ﬂ "
determinarea situatiilor in strategii informational neextinse generate de strategiile informational

extinse 0 si 6/, adica gré;", gro/ si intersectiile gré 1 gréy .
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construirea matricelor de utilitate ale jucatorilor A(l<>2) si B(1<> 2) in baza relatiilor (3)-(4).
se determina situatiile Nash de egilibru in jocul bimatriceal cu matricele A(l<>2) si B(l<>2)

in baza relatiilor (3)-(4).

3.4.3. Solugionarea jocurilor bimatriceale informagional extinse prin intermediul jocurilor
neextinse informagional

VVom descrie strategiile informational extinse in jocurile bimatriceale in felul urmator: pentru

orice strategie informational extinsd 67, respectiv 6/, vom pune in corespondenti multimea

“:{if‘ i el ,ijl,_m} si JF= {jf' Dl e J,Vizl,_n}. Astfel, pentru orice jelJ
or())=if el si pentru orice el ol (i)=jled”. Atunci
gros ={(j,in)=(ie,j): jedicere} si grof ={Gi,j’)=(j’,i):iel,j’ €3”}. Vom nota
dift“ ={i“ e 120" #ie,Vj,ked, j=k} si difif ={jf eI’ j/ = /Vireli=r} Astfel

multimea  difl {, respectiv difJ 7, este multimea de strategii informational neextinse ale

jucatorului 1, respective ale jucatorului 2, generate de strategia informational extinsa 6.,

respectiv 6/, Aici a=1,n" si f=1,m". Utilizind aceste nota{ii putem reprezenta strategia

informational extinsi &7, respectiv 6/, printr-un cortej 1 “ :(if‘,i;’,...,i;’,...irﬁ) unde
i« e 14,vj=1,m, respectiv 9 * =(j/,jf,...j" ..j’) unde j# €3’ ,vi=1n.
In baza [4] se poate construi forma normala a jocului bimatriceal

r(er.6/)=(1,3,A",B"), (6)
care reprezintd jocul bimatriceal in strategii neextinse informational care este generat de

el

strategiile informational extinse (6’1“ 07 ) Aici A" =lla, , 15", B =|lb, |15, i el”,
i T

i’ €3”. Jocul F(Hf,@f ) se realizeazd astfel: independent si simultan fiecare jucitor k =1,2
alege strategia informational neextinsd iel, jeJ dupa care jucatorul 1 si 2 calculeaza
valoarea strategiei informational extinsd if =67(j) si J = 07 (i), si in final se calculeaza

valoarea cistigurilor a Iz b, P dupa care jocul se termina. Este clar ca pentru orice situatie
R T

(i,j) in jocul T=(1,3,AB) din (1) urmitoarea situatic (i =67 (j), j” = 6/(i)) in termenii
strategiilor informational se realizeazd Jocul F(Hf’,&f ) din (6) este un joc bimatriceal in

informatie complecta si imperfectd pe multimea strategiilor informational neextinse |, J.

Vom ilustra cele mentionate mai sus prin urmitorul exemplu.
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s e L : , 3 S 4 0 5 1
Exemplu. Consideram jocul bimatriceal H, = 5 y o | H,= A 3 o

Construim forma normala a jocului bimatriceal generat de strategiile informational extinse.

Solutie. Mulfimea de strategii informational extinse ale jucdtorului 1 este

o, ={or(j)=ir i=13i7clf ., wnde Gi(j)=1 Vj=123 6(j)=2 Vj=123

=1,8

03(j)= ldaca j=1,2, 04( )= ldaca j=1,3, 65( )= ldaca j=2,3,
2 dacd j=3, ! 2 daca j=2, ! 2 dacad j=1,

ldaca j=1, ) ldaca j=2, ) ldaca j=3,
oo(jy=1. 1 o7 (j)={_o] oe(j)=1_"a] Multimea de
2daca j=2,3, 2daca j=1,3, 2daca j=1,2.

strategii informational extinse ale jucitorului 2 este @, = {Of ()=j’i=12,j’ €J }ﬂ 5 unde

ldacai=1

6r(iY=1 Vi=1,2; 62@1)=2 Vi=12: 6}1)=3 Vi=12: 6i(i)= ’
40) 2 (i) 2 (i) 7 (i) {2dacm=z,
ldacai=2, ldacai=1 ldacai=2, 2dacai=1

0; 6%(i)= A 6%(i)= ’
()= { =1, 2 (1) {Sdacdizz, 6 (1= { =1, (1) {3dacdi:2,

0;(i)= {3daCal—; Cortejele 1“ si J* sunt:

pentru jucitorul 1: &' =F=@111; 6’ =1=(222) #=F=0112); &' =I"=(121)
=P =(211) ; 6£=1°=(122) 6 =I'=(2212); £ =1F=(22.1)

pentru jucatorul 2° 6 =>9'=(11); > =92=(22); & =9°=(33);

0 =9 =(12); 0:=1=021) ==03) 6/=3=31);, 6=31=(23)

05 = J° =(3,2).
Astfel, se pot construi 72, de jocuri bimatriceale in strategii neextinse informational generate de

toate strategiile informational extinse (6,67 ):

r(e:.o!)= <| J,A =

r(e:e?)=
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5 5 7
r(e:65)=(1,3,A*= S . 6 )BE

r(e;.65)=

|
r(e;‘,e;):<|,J,A4: B*= >;
< .

1,J,A* = ,B® =
3

A
7 7 5 3 35
F(Hf,0§)=<l,J,A8=(2 }BS:[Z , J>;

F(Hf,0§)=<l 3, A8 :@

Astfel pentru determinarea situatiilor Nash de eqilibru in jocul bimatriceal de tipul r(@f,ef) din

(6) trebuie:

N
N

N
(62 E N
—
9 9)
o
I
TN
w N
w N
(G2 B )
N
-

utilizind "algoritmi combinatoriali" se construiesc multimile de corteje T “, 9 #, pentru orice
a, B,

- - - oy _ jied p — jied
pentru orice «,/3 se construisc matricele de utilitate A” _“ai?J.ﬂ 157, B _”bi?j.ﬂ 1%

el 1 el 1

se determina situatiile Nash de echilibru NE(A“ ,Bﬁ) in jocul cu matricele A” si B”.

3.4.4. Utilizarea pachetului Scalable Linear Algebra PACKage pentru paralelizarea la
nivel de date a algoritmilor

Strategiile paralele de calcul constau din urmatoarele trei etape principale. Primul pas
consta din impartirea datelor de intrare in mai multe parti de dimensiuni aproape egale. Al
doilea pas consta in rezolvarea recursiva a subproblemelor definitd de fiecare partitic de
intrare. De mentionat ca aceste subprobleme pot fi rezolvate simultan pe un sistem paralel de
calcul. Al treilea pas consta in combinareca sau fuzionarea solutiilor subproblemelor intr-o
solutie pentru problema initiala. Succesul unei astfel de strategii depinde de faptul daca sunt sau
nu realizati eficient pasii unu si trei [5]. Pentru a realiza etapa unu a strategiei paralele, adica
realizarea la nivel de date, vom folosi pachetul open source ScaLAPACK sau, mai exact,
BLASC (Basic Linear Algebra Communication Subprograms) [6]. BLACS este o biblioteca, de
functii care permit realizarea procesului de paralelizare a datelor structurate in forma unor tabele
(matrice).

Procesele P ale unui calculator paralel abstract sunt adesea reprezentate ca o matrice liniara

unidimensionala a proceselor marcate prin 0,1, K ,P. Este de multe ori mult mai convenabil
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pentru a cartografia acest tablou unidimensional de procese intr-o grila dreptunghiulara
bidimensionald. In BLACS fiecare grild de procese este inclusd intr-un context. Astfel, un
context este un mecanism utilizat pentru a evita nedeterminarea in procesul de comunicare si
pentru crearea unui mediu virtual de comunicare. Pentru crearea unui grup de procese Si
generarea unui context (mediu de comunicare) s-a folosit urmatoarea functie  void
Cblacs_pinfo(int *MYPNUM, int *NPROCS ). Pentru generarea unei retele de procese a fost
folositd functia void Cblacs gridinit(int *ICONTXT,const char* ORDER ,int NPROW,int
NPCOL). Pentru a returna informatii suplimentare despre gridul de procese s-a utilizat functia
void Cblacs_gridinfo(int ICONTXT,int *NPROW,int *NPCOL ,int *MYPROW,int
*MYPCOL).

Comunicarea punct la punct necesitd doua operatii complementare. Operatia send produce
un mesaj, care este apoi consumat prin operatia receive. Numele rutinelor de comunicare au
urmatorul sablon: VXXYY2D unde vV indica tipul de date trimise (I-intreg, S- precizie simpla
reale, D-dublu precizie reale, C- precizie simpla complex, Z dublu precizie complex), XX indica
forma matricei (GE-datele care urmeaza sa fie comunicate sunt stocate intr-0 matrice
dreptunghiulard generala, TR-datele care urmeaza sa fie comunicate sunt stocate intr-o matrice
trapezoidald), Y'Y sunt utilizate pentru a indica tipul de comunicare (SD-un singur proces trimite
unui alt proces, RV-un proces primeste de la un alt proces, BS-difuzare / trimitere, BR-difuzare /
receptionare.

Pentru realizarea transmiterii de mesaje (a matricelor) au fost utilizate urmatoarele functii.

Pentru transmiterea datelor de tip proces-proces

void Cdgesd2d(int ICONTXT, int M, int N, double *A, int LDA, int RDEST, int CDEST);

void Cdtrsd2d(int ICONTXT,char *UPLO, char *DIAG,int M,int N,double *A, int LDAint
RDEST,int CDEST).

Pentru receptionarea datelor de tip proce-proces

void Cdgerv2d(int ICONTXT, int M, int N, double *A, int LDA, int RDEST, int CDEST);

void Cdtrrv2d(int ICONTXT,char *UPLO, char *DIAG,int M,int N,double *A, int LDAint
RSRC,int CSRC).

Utilizarea acestor functii ale pachetului ScaLAPACK/BLACS in combinatie cu functiile
MPI si directivelor OpenMP au permis elaborarea, testarea si implementarea pe clusterul paralel

al USM a programelor in limbajul de programare C++ pentru algoritmii paraleli descrisi in [3].

3.4.5. Experimente numerice pentru generarea formelor normale ale setului de jocuri

Pentru algoritmii paraleli descrisi in [3] este necesar de rezolvat urmatoarea problema

auxiliara. Fie date matricele A, B, unde A = |jaij|, B=|byj|,i €1 , jE J,1={1,...,1, ...n},
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J = {1,.. j .. m} Pentru orice valori fixate a=1n", #=1m", si multimile

1% = {if i 9,02 )11 €1, Wi =L mjc 1, si

JP = {((jig, jéB,..., jlﬁ,jnﬂ) jlﬂ e J,Vi :ﬁ)}g J trebuie de construit forma normali a
jed jed

b, ,

jocului bimatriceal T" = <I J, A%, Bﬂ>, unde A“ =‘ "
]

Si Bﬂ:‘

Ao s
I el icl
Algoritmul paralel consta din urmatorii pasi.

Folosind modelul de programare MPI se generecaza mediul virtual de comunicare al

proceselor MPI (MPI Communicator) cu topologie liniara si procesul root citeste din fisierul
A B.txt matricele initiale A =|| g [l1< B =||b; i< ale jocului F=<A, B>. si le transmite

iel iel

tuturor proceselor MPI.

Fiecare proces MPI cu rankul p utilizand un algoritm combinatorial construieste perechea de

multimi (I @ ) Pentru acest lucru a fost elaborate in limbajul C++ functia form_la_Jb.

MPI procesul cu rankul p utilizind multimile (I * 7 ) genereaza matricele (A“, B/ ) sile

inscrie in figsierul Aa_Bb_output.txt. Pentru acest lucru a fost elaborate in limbajul C++ functia
form_Aa_Bb.
Experimentele numerice

Rezultatele experimentelor numerice sunt prezentate in urmatorul tabel

Numarul de | Numarul
noduri ale | de
Dimensiunea Numarul de clasterului | procesoar | Timpul de calcul
matricelor matrici generate paralel e (sec)
3*3 729 10 100 10,01
10 10 0,92
10 2 0,22
5 100 10,01
5 10 0,91
5 2 0,21
1 100 10,03
1 10 0,91
1 2 0,25
4*4 65536 10 100 10,17
10 10 3,99
10 2 19,86
5 100 10,17
5 10 4,95
5 2 19,88
1 100 15,80
1 10 13,72
1 2 19,62
5*5 9765625 10 100 404,44
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10 10 584,24
10 2 3598,12
5 100 593,32
5 10 689,19

3.4.6. Instalarea si gestionarea pe clusterul HPC al USM a softului performant pentru
implementarea algoritmilor paraleli

Pentru instalarea pe clusterul USM a sistemului de calcul simbolic Wolfram Mathematica
11.1 pentru 16 nuclee a fost necesar sa instala pe clusterul USM a sistemului Rocks 6.1.1. pentru
gestionarea clusterului. Dupa instalarea sistemului Rocks 6.1.1 s-au regenerat din nou
bibliotecile pentru pachetul ScaLAPACK, utilizat la implementarea soft a algoritmilor paraleli
pentru o gama largd a problemelor lineare, si pachetul Pets, utilizat la implementarea soft a
algoritmilor paraleli pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii in derivate partiale.

Pe clusterul USM a fost instalat si testat sistemului de calcul simbolic Wolfram Mathematica
11.1. si Grid Mathematica 11.1. A fost realizata o analiza comparativa a comenzilor sistemului

Wolfram Mathematica pentru calculul paralel.

3.4.7. Solutii Bayesg-Nash de echilibru pentru jocuri jocuri bimmatriceale informational
extinse
Jocul bimatriceal Game(1<—> 2) in informatie imperfectd pe multimea de strategii

informational extinsd genereaza un joc in informatie incompletd pe multimea strategiilor

jed ﬂ:@
. Aici

icl

informational ne-extinse = {1,2},|,J,{AB(a,ﬁ) :H(a{j‘ﬂ,bi‘fﬂ] -

a:1,K1

b)) A (i bif) A (g bg)
M M M M M

AB(a. B)=| (ot 0”) A (i b)) A (et 0|
M M M M M

@ be8) A (a2 ) A (a%.b%%)

Deci se studiaza urmatirul joc bimatriceal: multimea de strategii ale jucatirului 1 este

I ={1,2,...,n} si ale jucatirului 2 este J={1,2,...,m}; matricea de cistiguri ale jucatorului 1

ﬂ:lJ(Z

este una din matricele din multimea {A(a,ﬂ) =la, s 55 Jij el i’ e Jﬁ} si
i%] _
JA Of:l,}[l

respectiv. matricea de cistiguri ale jucatorului 2 este una din matricele din multimea
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B=Lx,
{B(a,ﬂ) =llb, 5 115714 e 19, jf eJ'B} . In cazul cind pentru orice strategie
i
j i

icl '] -
a=l,;(1

informational au fost construite elementele matricelor de utilitate, pentru comoditate se introduc

notatiile:

jed jed
jed jed

a??

B
ij by

a si |[b y

. . Hl
iel iel

aif i
] i iel I { iel

pentru orice & :Zr;(l si B=1,7,.

A

Pentru determinarea  solutiilor Bayes-Nash [8] de echilibru in jocurile

jed B=Lxy
] este necesar parcurgerea
iel azlﬂ(l

=({1,23,1,J {AB(a B) = H( af b“ﬂl.

urmatoarelor etape.

« Utilizind algoritmi combinatorici se genereaza multimea tuturor strategiilor informational

o

extinse, adica pentru orice «, S se genereaza cortegiile 1% = (if‘,i2 |f‘|$) pentru

i?‘el”‘:{'J ¥el,Vvj= 1m}sl 37 = (jl,jz, j,ﬁ,jnﬂ)
pentru jiﬁ e/ = {J,ﬁ ; jiﬁ e J,Vi :l,_n}, are si reprezinta strategiile informational extinse
6 si 6/ respect;

* Se construiesc matricele de utilitate ale jucatorilor
{A(a) “lla o I B =llb, W27 <17, < Jﬂ} B

I a=LK1

* Pentru orice a €A, €A, se construiesc "probabilitatile de presupunere" p(@zﬂ | 67 )

siale 167 )

+ Se genereazi multimile {T(a)}aeAl,{j(ﬂ)}ﬂeAz de strategii pure pentru jocul

B=lx
jed 2
'{]”:2}3 |1 J ,{:/\EB(CZ,/?) ::H( ay? t)aygl' ] :}

iel a:llijtl

_ _ _ ied(p)

* Pentruorice a €Ay, €A, seconstruiesc matricele A(a) = Haﬁ @

iel(a

ap= T (Al . B(A)= Hb R GVl

BeA, icl@ aehy

 Utilizind un algoritm existent, pentru orice « € Ay, €A, se determind multimea Nash
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de echilibru pentru urmitorul joc bimatriceal <{1,2},T(a),3(ﬂ),A(a), B(ﬂ)>.

3.4.7. Algoritm paralel pentru determinarea solutiilor in jocurile bimatriceale informational
extinse

Utilizand modelele de programare paralela MPI-OpenMP si pachetul de programe
ScaLAPACK -BLACS a fost elaborat urmatorul algoritm pentru determinarea situatiilor (I* ,c*)
injocul Iy,

a. Utilizand modelul de programare MPI se realizeazd un mediu virtual de comunicare

(MPI Communicator) cu topologie lineara. Procesul root distribuie proceselor
matricele A=||a; |I}5 si B=||b; I};" ajocului I'=(A,B).

icl icl

b. Utilizand bibliotecaScaLAPACK-BLACS, se initializeaza grila de procese

{(a ,B)}a ﬂ si fiecare proces («,3)— construieste strategiile informational extinse

194 — O
|

=iyiy Ay s i”=jfjf..j’...j’ . in baza unui algoritm combinatorial

c. In paralel, fiecare MPI (a.p) -proces, construieste matricele de utilitate

Aa, B) =|| a ||,JEJ si B(a, 8) =|lb «ip |1’ , generate de strategiile informational
i

extinse i“ si jﬂ

d. In paralel, procesul MPI cu rankul (&, 3) genereaza matricele (A( a),B(S )) pentru
jucatorul de tipul (,8).

e. Inparalel, fiecare (e,/)-proces, using folosind OpenMP si ScaLAPACK routine,
determina toate situatiile Nash de echilibru in jocul bimatriceal cu matricele
(A(a),B(5)).

f. Utilizand ScaLAPACK-BLACS routine, procesul MPI root aduna de la grila de

procese {(a ,B)} multlmlle de echilibru Nash ale jocurilor bimatriceale

(A(@),B(B))-
Pentru algoritmul elaborat a fost demonstrata urmatoarea teorema [9] care estimeaza

compexitatea timp de calcul si de transmitere a datelor.

Teoremi. Complexitatea de calcul a algoritmului este

.
Teomput = ZT:)( = O(max(n,m)) + O(maX(Zl,j(Z))+ O(maXQI |9 |),|grBrl|-|grBr2|)
k=2

si complexitatea de comunicare (transmitere de date) este
Toomm = Ofts + [max (|| < |3 mx n)|*t, +1, )
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Aici |I |, respectiv |J| reprezintd numdrul de linii/coloane in matricele A(e) si B(/).

3.4.8. Algoritm paralel pentru determinarea solutiilor in jocurile bimatriceale divizate in
blocuri de submatrici

Algoritmul 2D-ciclic de divizare si distribuire a matricelor

Fie dat un joc bimatriceal T'=(I,J,A,B) unde | — multimea de indici ai liniilor
matricelor, J — multimea de indici ai coloanelor matricelor, iarAzuaij el B=Hbu icl Teprezintd
jed jed

matricele de castig ale jucatorilor. Situatia de echilibru este perechea de indici (i*, j*), pentru

a. . zaij*K Viel

care se verifica sistemul de inegalitati: (i*, j*)<:> )
bi*j* Zbi*,- Vjeld

La elaborarea aplgoritmilor paraleli pe sisteme de calcul de tip claster cu memorie
distribuita (DMM) o problema dominanta este modul de divizare a datelor initiale si distribuirea
lor pe nucleele (procesoarele) sistemului de calcul [10]. Daca datele sunt structurizate in forma
unor tabele, atunci cel ami adecvat algoritm de divizare a datelor este algoritmul 2D-ciclic. Fie
data o grila de procese (procesoare) care constituie un mediu virtual de comunicare al sistemului
paralel de calcul. Atunci algoritmul 2D-ciclic de distribuire a unei matric consta in:

» Divizarea matricea globale (initiale) in blocuri cu M_A linii si N_A coloane.

* Distribuirea primul rand de blocuri de matrice pe primul rand al grilei de procesoare.

« Se repeta procesul pentru al doilea rand de blocuri de matrice, cu cel de-al doilea rand al
grilei de procese.

* Secontinua la fel pentru randurile ramase de blocuri de matrice.

Algoritmul paralel de determinare a situatiei de echilibru
a) Realizarea paralelizarii de date. Paralelizarea de date se poate realiza in urmatoarele moduri:

* Procesul cu coordonatele (0,0) initializeaza matricele A si B, apoi distribuie in baza
algoritmului 2D-ciclic submatricele obtinute fiecarul proces din mediul virtual de
comunicare cu topologie 2 dimensionala) grila de procese).

» Fiecare proces din mediul virtual de comunicare cu topologie 2 dimensionala initializeaza
submatricele din matricele A si B care corespund algoritmului 2D ciclic de divizare a
matricelor.

» Fiecare proces din mediul virtual de comunicare cu topologie 2 dimensionala citeste
dintr-un fisier comun utilizand functiile MPI de lucru cu fisiere, submatricele din

matricele A si B care corespund algoritmului 2D ciclic de divizare a matricelor.
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Astfel fiecare proces va opera numai cu submatricele obtinute in rezultatul distribuirii. In

rezultatul acestui punct, jocul bimatriceal sa divizat intr-un sir finit de subjocuri bimatriceale
Lo :<I(r,c)’ Jirey Ay B(m)> . Aici (r,c) reprezinta linia,coloana procesului din grila de procese.

b) Fiecare proces cu coordonatele (r,c) determinarea situatiilor de echilibru pentru jocul

bimatriceal T, o) =(1(.c» Jicyr Av oy Byr.y - PENLIU acE@Sta:

* Folosind operatiile de reducere (functia MPI Reduce ) fiecare proces (r,c) va determina

pentru orice coloand fixatd in submatricea A, toate elementele maximale de pe linie.

r,c)

Cu alte cuvinte, se determind i (j) =arg| maxa; pentru orice j.

i€l
* Folosind operatiile de reducere (functia MPI Reduce ) fiecare proces (r,c) va determina

pentru orice linie fixata in submatricea B, ,, toate elementele maximale de pe coloane.

Cu alte cuvinte, se determind j (i) =arg | max by pentru orice i.
(l' c)

*  Selectam acele perechi de indici care concomitent sunt selectate atat in matricea A, , cat

.k - -k

"=i"(J")

*

=i

€) Se construiesc situatiile de echilibru pentru jocul cu matricele initiale A si B.

si in matricea B, . Altfel spus, se determina {

VVom introduce uramatoarele aplicatii care determina corespondenta dintre "indicii locali"

ai elementelor matricelor "locale” A, B, si 'indicii globali" ai elementelor matricelor

globale A si B sianume Paey oo =1 Wae g —>J pentru care se verifica conditiile:

Viel, 3 =1T,,¢ =1, Conoige € Loy 1 = Pyl o))

Vi€ d 3 =1110,C =1 Coper J) € Jgey0 1 = ‘//(l,c)(j(m)

Mai mult decat atat, din conditiile de mai sus se mai verifica urmatoarea conditie: penrtu
orice situatie din jocul I adica (i, J) e IxJ exista un proce (l,c) e LxC si situatia (iy ), Jq.¢))
incat i = (/’(I,c)(i(l,c)) S J =0 Uue):

Astfel vom analiza numai acele divizari si distribuiri ale matricelor globale in submatrici

locale pentru care exista aplicatiile ¢, si v verifica conditiile enuntate mai sus. Este

evident ca divizarea matricelor in baza algoritmului 2D-ciclic verifica aceste proprietati. Aceste
functii sunt similare functiilor INDXL2G a sistemului BLACS [11].

Vom analiza urmatoarea problema. Fie (i(*,yc), j(",]c))e NE[(A(,]C)B(LC))], adica am determinat
cate o situatie de echilibru in jocul T ,,si astfel avem sirul de situatii de echilibru

{(i(*, o Ja c))} si trebuie sa determinam ce relatii exista intre aceste situatii de echilibru si
' ' (I,c)eLxC
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situatia de echilibru (l j*)e NE[I']? Cu alte cuvinte, daca in paralel sau determinat situatiile
Nash de echilibu (i(*,yc), j(*,yc))e NE[(A(,YC)B(LC))] in baza Algoritmului descris mai susu atunci cum

se poate construi situatia (l j*)e NE[I'] fara a mai aplica etapele Algoritmului, adica fara a mai
rezolva probleme de optimizare. Este clar ca solutia problemei enuntate va depinde de algoritmul
de divizare si distribuire a matricelor. astfel problema generale este: ce proprietati trebuie sa
posede algoritmul de divizare si distribuire a matricelor incat avand solutiile subjocurilor sa
putem constui (fara rezolvarea unor probleme de optimizare) solutiile problemelor cu matricele
initiale. In cazul divizarii si distribuirii matricelor in baza algoritmului 2D-ciclic, care situatii de

echilibru din multimea {(i("],c), j(*l,c))}( pot fi considerate si situatii de echilibru in problema

l,c)eLxC
initiala, adica apartin multimii NE[I']. Raspunsul la aceasta intrebare ne da urmatoarea teorema.

Teorema  Fie ca exista un proces (lI,c)elLxCpentru care sa determinat

(i(*,vc), j(’]yc))e NE[(A(LC), B(,YC)) si se verifica conditiile

1. petru orice proces (I~,c), I =1 din grila de procese (adica petru toate procesele din

coloana ¢ ) pentru care exista (i:r,c)’j(*r,c))e NE[(A(r,cyB(r,c)) se verifica conditia

a o.oza. .
ooy o g

2. pentru orice (I,C), €=c din grila de procese (adica pentru toate procesele din linia |)

pentru care exista (l(,,a), J(,,E))e NE[(A(LE), B(,,E))] se verifica conditia bi(l,c)'j(l,c) 2D e

Atunci ((/’u,c)(ii’},c)l W(I,c>(j5.c)))€ NE[I']
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3.5. METODE MATEMATICE DE SOLUTIONARE A PROBLEMEI
SCHIMBULUI VALUTAR

3.5.1. Introducere. Despre Problema Schimbului Valutar

Valoarea unei monede depinde de diferiti factori care afecteaza economia, cum ar fi:
comertul, inflatia, ocuparea fortei de munca, ratele dobanzilor, rata de crestere si conditiile
geopolitice.

Problema operatiunilor Schimbului Valutar este o situatie simpld, bine cunoscuta pentru
toata lumea, totusi modelul matematic pentru evaluarea riscului pierderilor in cazul unei secvente
de astfel de operatiuni de schimb valutar pentru o perioada de timp mai indelungata ar putea fi
mai complicat dacd vom analiza toti parametrii care pot avea o influenfd importantd pentru
anumiti participanti la aceasta tranzactie. Se pot lua in considerare si unele speculatii nationale
simple sau speculatii transnationale mai complicate.

Fluctuatiile ratelor valutare ne pot afecta, indiferent daca tranzactionam activ pe piata
valutara, sau doar facem unele tranzactii online pentru diverse cumparaturi din alta tara sau alte
lucruri importate din straindtate. Valoarea unei monede poate fi influentatd de diferiti factori,
care trebuie luati in considerare la evaluarea riscului unor pierderi majore in cazul analizei

riscului in legatura cu efectuarea tranzactiilor in cadrul unor intreprinderi.
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Pentru problema schimbului valutar putem folosi Teoria jocurilor si sd construim un model
matematic 1n care urmarim doi participanti (sau mai multi) si, in consecinta, trebuie sa analizim
acei parametri care pot influenta rezultatele acestor operatiuni. Pentru a analiza aceastd problema
ca fiind o situatie interactiva (sau un joc dinamic) in mai multe etape, in continuare se foloseste
teoria jocurilor informational extinse si se construieste un model dinamic. Orice astfel de situatie
poate fi reprezentatd ca un joc strategic de doud persoane (vanzitorul si cumparatorul). In acest
caz, rezultatul jocului dinamic poate fi determinat prin aplicarea metodei Backtracking utilizand
multimea raspunsurilor optimale pentru fiecare participant.

In acest context analizim problema cind o persoana trebuie si faca o simpld operatiune de
schimb valutar si sd aleagd un punct de schimb, care este cel mai adecvat pentru interesele sale.
Daca vom lua in considerare o situatie mai complicatd pentru unele operatiuni de schimb de la
aceiasi participanti, Intr-o perioadd de cateva zile sau saptdmani, putem construi un model

dinamic cu informatii complete (sau incomplete).

3.5.2. O abordare teoretica prin prisma teoriei jocurilor pentru problema analizei schimbului
valutar §i a riscului existent

Construim modelul dinamic cu doi jucdtori activi, unul dintre ei fiind "vanzatorul", iar
celalalt este "cumparatorul”, fiecare dintre ei doreste sa obtina un profit (sau cel putin o pierdere
minima). Astfel, decizia importantd pentru cumparator va fi "cand" si "ce operatiune" este mai
bine sd efectueze ("sd cumpere" sau "sda vanda"); iar decizia pentru vanzator va fi: stabilirea
pretului adecvat pentru fiecare tip de moneda. Cel de-al treilea jucator (pasiv) va fi considerat
"Banca Centrala/Nationala", care are rolul de a stabili cursul de schimb zilnic ("Benchmark").

Obiectivele pentru aceasta problema sunt:

1. A defini jocul dinamic al problemei Schimbului valutar si a da o reprezentare
arborescentd. A rezolva acest joc dinamic folosind metoda backtracking si a determina multimile
de raspunsuri optime pentru jucatori.

2. A plica metodele statistice pentru evaluarea riscului de schimb valutar.

A. Descrierea modelului matematic pentru problema Schimbului valutar

Un joc dinamic poate fi descris ca un cortegiu din 7-componente (A, M, P,U,C, p, h), care
reprezinta: (A, M) - arborele jocului, P - partitia jucatorilor, U - partitia de informatii, U - partitia
alegerilor, p - distributia de probabilitate, h - utilitatile /functiile utilitare (Gonzalez-Diaz,
Garcia-Jurado, 2010).

Problema Schimbului valutar poate fi descrisd sub forma unui joc dinamic I" printr-un

cortegiu din 7-componente (A, M, P,U,C, p, h), care sunt descrise in continuare:
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Arborele jocului. (A, M) — este finit, unde A reprezinta multimea nodurilor si M < Ax A
este o multime finita de arce care satisface proprietatile: 1) exista un singur nod distins d: (d este

considerat distins daca (a,d)g M pentru orice varf ae A si 2) pentru orice nod ae A\{d}

existd o cale unica care uneste nodurile d si a. Se noteaza prin Z multimea nodurilor ,,terminale”
sau ,,finale” (adica nodurile a e A pentru care nu existd arce care pornesc din aceste noduri.
Arborele finit va descrie structura unui proces care se realizeaza in mai multe etape, In care
nodurile care nu sunt terminale reprezintd punctele de decizie ale jucatorilor (participantilor la
proces), iar arcele care pornesc din anumite noduri reprezintd alternativele admisibile ale
jucatorilor pentru deciziile lor personale. Nodurile finale vor reprezenta situatiile finale posibile
dupd un anumit numar de actiuni ale participantilor.

Partitia jucatorilor. P = {Po, P1, ..., Pn} este o partitie din multimea A\Z, care ofera
informatia despre jucatorul care ia decizia in fiecare nod care nu este final.

Partitia de informatii U ofera o partitie pentru Pi, (notatd prin Ui ), pentru fiecare jucator

i e N. Fiecare ue U, va contine nodurile jucitorului i in care el detine aceeasi informatie despre

procesul care s-a realizat in joc incepand cu nodul initial pana in acel nod (pana la acea etapa a
procesului).

Partitia alegerilor. Desi jucatorii aleg alternativele sale Tn mod obiectiv in fiecare dintre
nodurile de decizie, totusi ei vor selecta subiectiv alegerile din multimile informationale. Partitia

de alegeri C este o partitie a multimii M oferind alegerile jucatorilor. Pentru fiecare y e U, notdim

prin Cu multimea tuturor alegerilor de la u.
Distributia de probabilitate. Este data o aplicatie care atribuie o distributie a probabilitatii pa pe

multimea arcelor {(a, b), b 2 A, (a, b) 2 M} pentru orice nod a € P,. Deci, aceasta oferd o

descriere a migcarilor aleatorii in joc.

Utilitatile / functiile utilitare. h = (h1, ..., hn) furnizeaza functiile utilitare ale jucatorilor,
definite pe multimea Z. Presupunem ca fiecare jucator i e N are anumite preferinte pe mulfimea
Z (pe multimea nodurilor finale posibile ale jocului) si ca preferintele sale sunt reprezentate de o

functie utilitara hi.

B. Exemple de jocuri extinse in informatie imperfecta

Sa analizdm urmatoarele exemple aplicative de jocuri extinse in baza problemei
schimbului valutar (Novac L., 2016). In aceste exemple analizim cateva tranzactii de schimb
simple cu doi participanti, pentru care aplicdm definitia jocului extins/dinamic (descris mai sus)
si construim arborele jocului pentru a stabili rezultatele jocului.

Exemplul 1. Jocul de schimb valutar. Sa presupunem ca avem un punct de schimb. Vom

lua 1n considerare un joc cu doi participanti. In acest caz, primul jucdtor este considerat
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vanzatorul, iar al doilea jucator este cumparatorul. Exista cateva tipuri de valuta la acest punct de
schimb (dolar, lire sterline, euro, etc. si moneda nationald a acestei tari). Evident, toate tipurile de
schimburi se pot face prin intermediul monedei nationale. Problema consta in a decide in care
conditii sa se investeasca intr-un anumit tip de moneda. Vanzatorul poate decide ce strategie sa
aplice daca are o prognoza despre fluctuatiile cererii si cum va fi rata in viitorul apropiat.

Cel de-al treilea jucator (pasiv) al jocului ar putea fi considerat "Banca
Centrala/Nationala", care are rolul de a stabili cursurile de schimb zilnice ("Benchmark"),
precum si monitorizarea, supravegherea pietei valutare si speculatiile financiare; precum si rolul
de a efectua analiza / estimarea riscurilor pe piata monetara. In tirile cu economie activi, regulile
jocului sunt stabilite de "Banca Nationala".

Vanzatorul trebuie sa stabileascd, in fiecare zi, pretul cel mai adecvat pentru fiecare tip de
moneda. Astfel, parametrul Y reprezinta rata actuala pentru o anumitd moneda si ar trebui sa fie
stabilitd de "Banca Nationald" conform normelor legale, iar parametrul p ar putea fi un numar
mic pozitiv sau negativ, ceea ce inseamnd o posibild crestere sau scadere a ratei monetare
corespunzdtoare (in conformitate cu normele legale ale "Bancii Nationale").

Parametrul X reprezinta suma pe care cumparatorul intenfioneaza sa o investeasca pentru o
anumitd suma de valutd strdind. Valoarea parametrului € va fi, de asemenea, stabilita/gestionata
de cumparator si inseamna o posibilad crestere sau scadere a sumei de bani pe care urmeaza sa o
investeasca pentru moneda strdind. Desigur, parametrul ¢ depinde de cresterea/scaderea ratei
pentru o anumitd moneda.

Sa consideram ca acest joc dinamic va avea doua etape:

1. Vanzatorul trebuie sa decida (la inceputul zilei) daca sa schimbe rata pentru o anumita
moneda sau sd nu o schimbe. Decizia lui depinde de fluctuatiile cererii din ultimele zile.

Sa presupunem cd rata pentru euro a fost Y in ziua precedentd. Rata curentd poate fi
modificata cu o valoare p, deci va fi (Y £ p). Sa presupunem ca rata va fi schimbata cu
probabilitatea 1/2. Vom ignora cazul in care rata nu va fi schimbata (adica rata este aceeasi ca si
in ziua precedenta Y), si vom considera acest caz ca fiind trivial.

2. Sa presupunem ca cumpardtorul ajunge la punctul de schimb pentru a cumpara X = 500
euro. Admitem ca el cunostea doar rata din ziua precedentd pentru aceastd moneda si nu stia rata
actuald. Cumparatorul, care ajunge la punctul de schimb, trebuie sa decida daca va cumpara 500
euro, sau sa cumpere mai putin /sau mai mult (in cazul in care rata a crescut), sau (in cazul in
care rata a scazut). Aceastd decizie depinde de fluctuatiile de schimb. Astfel, el poate cumpara
(X * ¢) euro, deoarece are o suma limitata de bani.

Astfel, Cumparatorul ia decizia, cumpara o suma de euro si jocul se termina.

In acest caz, cumpiratorul va plati mai putin sau mai mult decat ar putea plati pentru 500 de

euro in ziua precedentd. Astfel, pentru fiecare dintre aceste cazuri, vom avea urmatoarele
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diferente intre sumele curente platite pentru (X + €) euro (in moneda nationald) si suma care ar
putea fi platitd pentru X euro in ziua precedenta cu rata Y:
D: Y +pX—e)—XY=uX—-¢)—eY =8,
2): (Y + (X) = XY = pX,
B Y +pX+e)-XY=uwX+e)+eY =S,
@):Y—pwX-e—-XY="uwX—-¢g)—cY=Ss,
(5): (Y — p)(X) — XY =X,
6): (Y —pwX+e)—XY=-wX+eg)+eY=Sa
Acest joc este un joc extins de doud persoane (primul jucator fiind vanzatorul si al doilea
jucator fiind cumparatorul). Acest joc poate fi reprezentat cu ajutorul unui arbore prezentat in
figura 1.
Rezultatele posibile pentru acest joc pot fi reprezentate in tabelul urmator. Din cele
mentionate mai sus, strategia vanzatorului "Rata neschimbatd/Not change" este considerata

banala si nu o vom analiza. Deci, a fost ignorata si la reprezentarea arborelui jocului.

| Straegy: | X-e | X)) | X+e |
| LY+pw | (S,=51) | (@X,—uX) | (S2,-52) |
| DY =) | (S3,=53) | (=X, p4X) | (S4,=54) |
| Notchange:(Y) | (e, -e¥) |  (0,0) | (=Y. eY) |

Tabelul 1: Rezultatele posibile ale jocului

(51,=51)
(UX, —pX)
(52,=52)
(S3,—53)

(—pX, uX)

(S4.-54)

Figura 1. Reprezentarea arborescenta a jocului.

Rezultatele pentru cazurile (1) si (6) pot fi diferite pentru ambii jucatori, pentru cumparator si
pentru vanzator. Aceste rezultate depind de suma ¢ (adica depinde de valoarea monedei pe care

cumparatorul o va cumpara: X =+ ¢€).

Astfel, pentru cazul (1): daca . _yx _# , atunci rezultatele pentru ambii jucatori vor fi 0,
Y +u

(adici (0,0), deoarece S1 = 0). In acest caz, vom avea doua situatii posibile. Daci s x YL'
+u
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atunci cumparatorul va pastra o suma suplimentarda mai mica decat ar pastra in cazul dacd ar

cumpdra X euro in ziua precedentd, deoarece rata este mai mare si ar trebui sa cumpere o suma

mai micd de euro. Daca . . x _# , atunci vanzatorul va primi un beneficiu mai mare decat ar
Y+ u

putea primi in ziua precedentd, daca cumparatorul ar cumpara doar X euro. Astfel, daca rata este
mai mare decat Y, atunci cumparatorul ar trebui sa cumpere o suma mai mica de X euro. Daca

va cumpdra mai mult de X euro, vanzatorul va primi un beneficiu mai mare.

In mod analog, pentru cazul (6): daci ,_x_# , atunci rezultatele pentru ambii
Y-u

jucatori vor fie 0, (adica (0,0), deoarece S4 = 0). In acest caz, vom avea doua situatii similare.

Daca . x _# , atunci vanzitorul va avea un beneficiu mai mare decat ar putea avea in
Y—u

ziua precedentd pentru X euro. Dacd , . x _# , atunci cumparatorul va pastra o suma de bani
Y —pu
si ar cheltui mai putin decat ar fi achitat pentru suma de X euro 1n ziua precedenta.
In acest caz, putem da urmatoarea interpretare pentru aceste rezultate: daci rata este mai
mica decat Y, atunci pentru cumparator este mai convenabil sa cumpere mai mult de X euro.

Deci, va avea un beneficiu mai mare daca, in viitorul apropiat, rata pentru euro va creste din nou.

Exemplul 2. Sa presupunem un alt exemplu cu aceleasi conditii din primul exemplu si, in plus,
sa presupunem ca jocul continud a doua zi cu actiunile vanzatorului si cu unele actiuni ale
cumparatorului. Astfel, sa presupunem ca cumparatorul va veni la acest punct de schimb a doua
zi, pentru a vedea daca rata pentru euro este aceeasi sau modificatd. Primele doud etape sunt
aceleasi ca si In primul exemplu. Urmatorii doi pasi vor fi efectuati a doua zi, dupd cum
urmeaza.

3. Vanzatorul va decide daca sa modifice din nou (sau sa nu modifice) ratele pentru unele
monede valutare. Vom lua in considerare aceleasi strategii pentru vanzator ca si in primul
exemplu (adica rata ar putea fi (Y-+n) sau (Y- n)).

4. In continuare, cumparitorul va decide daci va cumpira o sumi din aceeasi moneda
(adica euro) sau va vinde o suma de euro daca profitul sau ar fi mai mare in acest caz. Astfel, el
ar putea rationaliza in modul urmator. Daca rata actuald este scazuta (si rata a fost redusa in ziua
precedentd), atunci el va cumpara suma (X/2 +¢) euro, sau (X/2) euro (vom desemna aceste
strategii prin By si respectiv B2). Daca rata actuala este marita (si rata a fost majorata si in ziua
precedentd), atunci el va vinde (X/2 +¢) sau (X/2) euro (vom desemna aceste strategii cu Gi si
respectiv. G2). Vom considera c¢a cumparatorul nu va intreprinde alte actiuni in alte cazuri.

Cumparatorul va lua decizia a doua zi si va aplica strategia corespunzatoare, si astfel jocul se
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termind. Aceastd strategie extinsa este o situatie Tn mai multe etape care poate fi modelata
folosind jocul extins I prezentat prin arborele din Figura 2.

Astfel, daca in ziua a doua rata va scddea din nou sau va creste repetat, atunci cumparatorul
va aplica o anumita strategie (va cumpara sau va vinde o suma de euro, corespunzator), in alte
cazuri rezultatele vor fi aceleasi ca si in prima zi (adica la fel ca si In primul exemplu) si jocul se
termind dupa pasul al treilea.

Vom desemna strategiile cumpardtorului pentru etapa a 4-a dupa cum urmeaza: Gi: = "sa
vanda (X/2 +e) euro", Gz: = "sd vanda (X/2)(X/2 +¢) euro ", B2: ="Sa cumpere (X/2) euro".

in figura 2 de mai jos, am notat cu:
pu= (X/2+e)(Y+n), p12= (X/2)(Y+n),

p21= (X/2+¢)(Y- 1), p22= (X/2)(Y- n).
Tabelul 2: Notatiile din figura 2

Dupa al treilea pas al jocului putem considera urmatoarele sase cazuri (ca puncte de decizie
pentru al doilea jucator - "cumparatorul").

Cazul 1: Primele doua strategii/alegeri sunt (Y + ), (X - €) iar a treia strategie este [=("rata
marita") sau D=("rata scazuta").

Cazul 2: Primele doua strategii/alegeri sunt (Y + p), (X) iar a treia strategie este I=("rata
maritd") sau D=("rata scazuta").

Cazul 3: Primele doua strategii/alegeri sunt (Y + p), (X + €) iar a treia strategie este [=("rata
maritd") sau D=("rata scazuta").

Cazul 4: Primele doua strategii/alegeri sunt (Y - u), (X - €) iar a treia strategic este [=("rata

maritd") sau D ("rata scazuta").

(1 080 = Pige—81 + Piad

(23 51— piz.—-51+ pizd
(301 (X — i =X+ i)

()0 = ppa—pk + Pl
(510 (53— pig.—8z+ pigd

(61 (53— P2 =87+ Pl

Ty (534 pr.=S3— 210

(B): (534 pr2.=53- pi)
(9 (—pX + pyg, uX = p2)

(100 (—pX + poo, pX — pr2d
(113 (54 +pn.—54—prul

(12 (54 + prz,=54-pn)

Figura 2. Reprezentarea arborelui pentru jocul al doilea.
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Cazul 5: Primele doua strategii/alegeri sunt (Y- p), (X) iar a treia strategie este I=("rata
maritd") sau D=("rata scazuta").

Cazul 6: Primele doua strategii/alegeri sunt (Y - u), (X + ¢), iar a treia strategie este I ("'rata
maritd") sau D (""rata scazuta").

Pentru primele trei cazuri actiunea "cumparatorului”" va fi G1 sau G, iar pentru urmatoarele
trei cazuri actiunea "cumparatorului” va fi By sau By. Existd 6 cazuri 1n care "cumparatorul" va
prefera sd nu aplice "nici o actiune" la pasul 4, situatiile in care "vanzatorul" va aplica

=n

strategia/alegerea I=("rata marita") in prima etapa, si strategia D=("rata scdzuta") la etapa a treia
- (pentru 3 cazuri); de asemenea, atunci cand "vanzatorul" va aplica strategia D=("rata scazuta")
in prima etapd si strategia I=("rata maritd") in etapa a treia - (pentru alte 3 cazuri). In aceste
situatii rezultatele jocului sunt aceleasi ca in primul exemplu.

Toate aceste rezultate pot fi reprezentate prin urmatoarele cazuri:

In consecinta, la etapa a 4-a a acestui joc, pentru cele 6 cazuri (atunci cand "cumpiratorul”

prefera strategia "nici o actiune"), vom avea urmatoarele rezultate ale jocului:

1”): (S1, —S1), (4”): (Ss, —Sa3),
(27): (uX, —pX), (5”): (—pX, pX),
(3”): (S2,—S2), (6”): (Sa, —Sa).

Case 11 (Y + u)&(X — &)

| Case 41 (Y — p)&(X — €)

|
| Strategy: | Gi:i-(X/2+e) |  Ga:—(X/2)
|

|
|

IiiY+m | i1y | (2) | | Straegy: | By: (X/2+€) | Byt iX/2)
|

| D:(¥-n | (1 (8.-5) | (1" (81.-50 | 7o+ | (4083253 | (4"):(83,-53)

| D:(¥Y-n) | (7 | (&)

Case 200Y + )& X)

Case 50 (¥ — u)&(X)

| Straegy: | Gy —(X/2+€) | Ga:-(X/2) | | |
) ) | Strategy: | By (X/2+¢) | By (X/2) |

| 10+ | (3) | i4) |
| I Y+m | (37 (—pX pX) | (57 0 (—pX, pX) |

| D:(¥Y-n | (2 (X, —pX) | (2 (X, —pX) |
| D:(¥-mn | (9 | (1 |
| Case 3 Y + p&iX +€) | | Case 6! (¥ — p)&(X + €) |
| Strategy: | G —(X[2+e) | G2 —(X/2) | | Strategy: | By iXj2+¢€) | Bat (X/2) |
| It ¥+ | (3) | (6) | | 15 @em | (6 (S-S0 | (6"):(S4.-50) |
| D: Y- | (3 (82, -8 | (3" (852.—-5832) | | D:¥-m | (11 | (12 |

Tabelul 3: Rezultatele jocului (rezultatele etapei a patra).

Interpretarea pentru aceste situatii poate fi facutd in modul similar, asa cum a fost facut in
primul exemplu. Cazurile in care cumparatorul nu va aplica anumite actiuni in ziua a doua, vor
corespunde cazurilor din primul exemplu.

Exemplul 3. Se poate presupune ca un caz special, jocul similar (ca si in exemplul 2), in care

cumpdratorul va aplica anumite actiuni in orice situatie. Astfel, s presupunem cd jocul din
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exemplul 2 cu patru pasi, pentru doua zile, si, in plus, sd presupunem ca cumparatorul va vinde
sau va cumpara o suma (de euro, sau alta valutd) in functie de rata actuala.

Acest caz special poate fi reprezentat ca un joc extins in mai multe etape si poate avea o
interpretare interesantd, mai ales pentru o perioada mai lunga de 7 zile. Daca cumparatorul va
avea un interes sa cumpere sau sa vanda o anumitd moneda, ar putea obtine un profit pentru o
perioadd mai lunga de cdteva siptimani. In acest caz, ar trebui si analizeze fiecare situatie in
fiecare zi si, in functie de rata actuald si de ratele din zilele anterioare, pentru a lua decizia
corecta.

Acest joc dinamic poate fi considerat un joc dinamic interactiv intre jucatori. Pentru
rezolvarea acestui joc dinamic putem folosi algoritmul Backtracking, utilizind reprezentarea
arborescentd a actiunilor jucatorilor pe o perioadd de timp si astfel, putem evalua pierderea
posibild, ludnd 1n considerare fluctuatiile cursului de schimb. Dar in acest caz, folosind acest
model matematic, trebuie sa ludm in considerare toti parametrii care pot influenta fluctuatiile
cursurilor de schimb, deci este foarte dificil sd reprezentam o simulare reald a acestei probleme
cu toti factorii importanti.

Evident, pentru un astfel de joc arborele va fi foarte voluminos si complicat, in plus, trebuie
sa analizdm si factorii care ar putea influenta cursul de schimb valutar. In acest caz se poate de

recurs la aplicarea aparatului statisticii descriptive si financiare.

3.5.3. Metode statistice de abordare a riscului cursului de schimb Introducere

Schimbului valutar este un factor de risc care este adesea neglijat de intreprinderile mici si
mijlocii care doresc sa intre pe piata mondiala, sd creasca si sd se dezvolte cu succes. Din punctul
de vedere al unui exportator din SUA., care alege sd vanda in valuta strdina, riscul valutar este
expunerea la potentialele pierderi financiare datorate devalorizarii valutei straine fata de dolarul
SUA. Acelasi lucru este valabil pentru fiecare tard in cazul exportului si importului si
deprecierea oricarei valute straine fatd de euro sau altd moneda. Desi majoritatea exportatorilor
din SUA, mici si mijlocii, preferd sd vanda in dolari SUA, astdzi cumparatorii strdini de
rentabilitate din striinitate cer din ce in ce mai mult sd pliteascd in monedele locale. In acest fel,
devalorizarea monedei straine fatd de cealaltd moneda este inevitabila.

Modelarea matematica a acestei probleme de decizie ne poate ajuta sa gasim cea mai buna
solutie 1n astfel de situatii i sa evitam pierderea sau cel putin sa reducem la minimum pierderile
posibile. Folosind cele mai importante metode statistice pentru a aborda riscul cursului de
schimb putem reusi sa dezvoltam o afacere fara pierderi majore.

Una dintre previziunile unor pierderi financiare ar fi utilizarea seriei cronologice pentru

cursurile valutare pentru o anumitd perioada si sa se faca previziuni financiare pentru contractele
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care urmeazi a se desfasura in viitorul apropiat. In acest caz, putem analiza seriile de timp ale
cursurilor de schimb zilnice, ludnd in considerare parametrii care influenteaza cursurile de
schimb. Putem aplica metode statistice pentru evaluarea riscului de schimb. De asemenea, putem
dezvolta si utiliza modele si metode de masurare a riscului de schimb valutar.

In primul rand, trebuie sa stabilim ce fel de risc poate afecta "compania” aflandu-se in relatii
de afaceri cu alte companii straine.

O definifie generald a riscului pentru o organizatie poate fi consideratd ca orice eveniment
sau actiune care ar putea afecta negativ o organizatie pentru a-si indeplini obligatiile si pentru a-
si executa strategiile. In managementul riscului financiar, putem imparti cele mai multe riscuri in
trei categorii (conform "www.investopedia.com ").

* Riscul de piatd - riscuri datorate schimbarii pietelor, preturilor pietei, fluctuatiilor ratelor
dobanzilor, modificarilor cursului valutar, modificarilor preturilor materiilor prime etc.

* Riscul de credit - riscul la care se supune creditorul in cazul in care debitorul nu-si poate
rambursa datoria sau contrapartida Intr-un acord financiar si nu 1si poate indeplini angajamentele.

* Riscul operational - riscul pierderilor rezultate din procesele interne neadecvate
defectuoase, a persoanelor si a sistemelor de evenimente externe. Aceasta include riscurile
oamenilor, cum ar fi incompetenta si frauda, riscul procesului, cum ar fi riscul de tranzactionare
si de control operational si riscul tehnologic, cum ar fi esecul sistemului, erorile de programare
etc.

Cele trei tipuri principale de risc de curs valutar considerate de (Shapiro, 1996; Madura,
1989) sunt: riscul de tranzactie, riscul de translare, riscul economic. (a) Riscul de tranzactie, care
reprezintd in esentd riscul fluxului de numerar si care trateaza efectul cursului de schimb,
miscdarile privind expunerea la contul tranzactiei legate de creante (contracte de export), datorii
(contracte de import) sau repatrierea dividendelor. (b) Riscul de translare, care reprezintd in
esenta riscul cursului de schimb al bilantului si care se refera la cursul de schimb al valutei la
evaluarea unei filiale straine. (c) Riscul economic, care reflecta, in principiu, riscul pentru
valoarea actuald a viitoarelor fluxuri de numerar din exploatare cursurilor de schimb valutar ale
companiei.

Prin urmare, este foarte important, in primul rand, sa se stabileasca tipul de risc care poate
exista pentru unele pierderi. Apoi putem folosi o simulare pentru a evalua riscul de schimb. In
acest caz, putem folosi o simulare statistica pentru a face estimarea valorii Value-at-Risk (VaR).
Valoarea la risc VaR poate fi definita ca pierderea maxima pentru o anumitda expunere intr-un
anumit orizont de timp, cu nivelul de incredere z%. Masurarea riscului valutar se poate dovedi
dificila, cel putin in ceea ce priveste riscul de translare si cel economic (Holton, 2003).

Pentru a calcula valoarea VaR, exista o varietate de modele. Dintre acestea, cele mai utilizate

pe scara larga (Papaioannou, 2006) sunt: (1) simularea istorica, care presupune ca rentabilitatea
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monedei pe pozitia de schimb valutar a unei firme va avea aceeasi distributie ca si in trecut; (2)
modelul de variatie-covariantd, care presupune ca rentabilitatea monetara pe pozitia de schimb
valutar a unei firme este distribuita in mod normal si ca variatia valorii pozitiei valutare depinde
in mod liniar de toate randamentele valutare; si (3) simularea Monte Carlo, care presupune ca
rentabilitatea monetara viitoare va fi repartizata aleatoriu.

Alte tehnici matematice pe care le putem aplica este operatorul pierderii pentru un portofoliu
(McNeil, Frey, Embrechts, 2005) si (Hult, Lindskog, 2007). Sa consideram un portofoliu dat,
cum ar fi, de exemplu, o colectie de actiuni, obligatiuni sau Imprumuturi riscante sau pozitia
globala a unei institutii financiare. Valoarea portofoliului la momentul t este notata V(t). Datorita

unui orizont de timp At, profitul pe intervalul [t, t+At] este dat de diferenta V/(t+ At) -V (t) si
distributia pentru V(t + At) -V (t) este numita distributia profitului si a pierderii (profit-and-
loss distribution P&L). Pierderea de-a lungul intervalului [t,t+At] este considerata distributia de
pierdere L[t, t + At]=- (V(t + At) - V (1))

In conformitate cu lucrarea (Hult, Lindskog, 2007), un portofoliu general cu valoarea V, este
deseori modelat folosind un vector d-dimensional aleator de factori de risc:
Z, = (Zn,l""’ Zn,d)- Valoarea portofoliului este apoi exprimatd prin V, =f (t,,Z,) pentru
unele functii cunoscute f si t, fiind timpul calendaristic real. Este adesea convenabil si
Z Z, .

-V,)=-F (.2, +X,,,)-f(t,,Z,).

modelam modificarile factorului de risc X

n+l1=%n+1"

Apoi pierderea este data de expresia L, =-(V,

Pierderea poate fi vazuta ca urmare a aplicarii unui operator 1[n](¢) la modificarile factorului
derisc X, ,,, astfel incat L, , =1[n](X,,,), unde: I[[n](x) =-f(t, ., Z, +X)-F (t,,Z,).

De asemenea, putem utiliza masurile de risc bazate pe distributia pierderilor. Aceasta este
abordarea pe care statisticienii o folosesc adesea pentru a calcula riscul unui portofoliu. in acest

caz putem modela pierderea L, , folosind o distributie a probabilititii FL. Parametrii

distribuirii pierderilor pot fi estimati folosind date istorice. Astfel, putem incerca fie s modelam
direct distributia pierderilor, fie sa modelam factorii de risc sau schimbarile factorului de risc ca
vector aleator d-dimensional sau o serie cronologica multivariatd. Masurile de risc se bazeaza pe
functia de distributie FL.

in plus, abaterile standard ale distributiei pierderilor ca masura de risc sunt utilizate frecvent,
in special in teoria portofoliului. Cu toate acestea, existda anumite dezavantaje prin utilizarea
abaterii medii standard ca masura a riscului. De exemplu, atunci cand doua distributii diferite au
aceeasi abatere standard, probabilitatea pierderilor mari ar putea fi mult mai mare pentru una

dintre ele.
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In ceea ce priveste metodele de calcul pentru valoarea Value-at-Risk, se poate folosi o functie
de distributie empiricd bazata pe unele observatii. Apoi putem defini cuartilele empirice. Trebuie
sa stabilim intervalele de incredere pentru valoarea de risc. Dar intrucat functia de distributie este
necunoscuta, este dificil de gasit functii adecvate. Cu toate acestea, putem construi intervale de
incredere aproximative. Putem folosi, de asemenea, valori initiale (bootstrap) pentru a obtine
intervale de Incredere. Si, desigur, putem folosi una dintre metodele de simulare statistice
mentionate mai sus: simularea istorica, simularea lui Monte Carlo sau modelul de variatie-
covarianta.

Doar dupa ce vom evalua valoarea riscului VaR pentru o anumita situatie, putem aplica o
metoda de gestionare a riscului cursului valutar, a strategiilor de acoperire (hedging) si a
instrumentelor de hedging pentru gestionarea riscului de schimb valutar, etc. (Papaioannou,
2006).

3.5.4. Simularea Monte Carlo pentru abordarea riscului de schimb valutar

Simularea Monte Carlo este un tip de simulare care se bazeaza pe esantionarea aleatorie
repetatd §i pe analiza statisticd pentru a calcula rezultatele. Aceastd metodd de simulare este
foarte strans legata de experimentele aleatorii, pentru care rezultatul specific nu este cunoscut in
prealabil. Simularea Monte Carlo este utilizatd si pentru evaluarea valorii portofoliului. O
abordare similara este utilizata si la calcularea valorii riscului valutar.

Valoarea Value-at-Risk (VaR) este probabil cea mai raspandita masura de risc din institutiile
financiare. Valoarea riscului poate fi definita ca fiind pierdere maxima pentru o anumita
expunere intr-un anumit orizont de timp, cu nivelul de incredere z%. Valoare tipica pentru
orizontul de timp este consideratd o zi (sau 1/250 ani, intrucat sunt aproximativ 250 zile
lucratoare), dar poate fi considerate si intervalele de 10 zile, o luna sau 1 an (in dependenta de
scopul analizei). lar nivelul de incredere z% cel mai des este considerat 95%, 97% sau 99%.

Consideram in continuare, un portofoliu de active riscante (Hult, 2007) si A - un orizont de
timp fixat si vom indica prin F_(I) = P(L <) functia de distribufie corespunzaitoare distributiei
pierderilor. Presupunem ca alegerea a fost facutd la Inceputul analizei §i cd FL reprezintd
distributia dobanzii. Vrem sa definim o statistica bazata pe FL care masoara gravitatea riscului de
mentinere a portofoliului pe perioada de timp A.

Un potential risc, evident este pierderea maxima posibild inf{l eR:F (1)=1} data de o

masura de risc importanta In reasigurare.
Value-at-Risk este o extensie a pierderii maxime, care ia in considerare aceste remarci critice
(Hult, 2007). Ideea este pur si simplu inlocuirea "pierderii maxime" cu "pierdere maxima care nu

este depasita cu o probabilitate inaltd datd", asa-numitul nivel de incredere.
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Definitie (Value-at-Risk). Avand un anumit nivel de incredere ¢« € (0,1), VaR a portofoliului
la nivelul de incredere o e(0,1)este dat de cel mai mic numar | astfel incat probabilitatea ca
pierderea L sa depdseascd | sd nu fie mai mare decat (1-«). (McNeil, 2005), (Hult, 2007).
Formal,

VaR, =inf{leR:P(L>1)<1-a}=inf{leR:F (I)>a}.

Din punct de vedere probabilistic, VaR reprezintd cuartilele pentru distributia pierderilor.
Valorile tipice pentru a sunt o = 0,95 sau a = 0,99; in managementul riscului de piata, orizontul

de timp A este de obicei una sau 10 zile, In managementul riscului de credit si managementul

riscului operational A este de obicei un an.

]
=]

03

85% VaR|

00

Fig.1: llustrare pentru VaRo.gs.

Abaterea standard a distributiei pierderilor ca masura de risc este frecvent utilizata, in special
in teoria portofoliului.

Cu toate acestea, existd unele dezavantaje care utilizeaza abaterea standard ca masurd a
riscului (Hult, 2007). De exemplu, abaterea standard este definita numai pentru distributiile cu
valoarea medie E(L?)<co, deci nu este definitd pentru variabile aleatorii cu ,,cozile foarte lungi”.
Ceea ce este mai important, este faptul ca profiturile si pierderile au un impact egal asupra
deviatiei standard ca masura de risc si nu fac deosebire intre distributiile cu probabilitatea
diferitd de pierderi potential mari.

De fapt, abaterea standard nu ofera nici o informatie cu privire la cit de mari pot fi pierderile
potentiale. Putem explica acest lucru printr-un exemplu simplu.

Exemplu. Consideram, de exemplu, doua distributii de pierderi: L1 ~ N(0,2) si L2 ~ts
(repartitia t Student standard cu 4 grade de libertate). Ambele repartitii L1 si L2 au 0 abatere
standard egald cu V2. Densitatea de probabilitate este ilustrati in Figura 2 pentru cele doud
repartitii. In mod evident, probabilitatea pierderilor mari este mult mai mare pentru t4 decat

pentru repartitia normala N(0,2). (Hult, 2007).
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Fig.2: Stanga / Dreapta: Functia de densitate pentru repartitia N(0,2) si ta.

Pentru repartitia t4 este mult mai inalt varful in jurul valorii zero i are ,,cozile mai lungi”.

in simularea Monte Carlo, trebuie si identificim o distributie statistici pe care o putem
folosi ca sursd pentru fiecare dintre parametrii de intrare. Apoi, modelam probe aleatoare din
fiecare distributie, care apoi reprezinta valorile variabilelor de intrare. Pentru fiecare set de
parametri de intrare, primim un set de parametri de iesire. Valoarea fiecarui parametru de iesire
este un scenariu specific al rezultatului in executia de simulare. Colectam astfel de valori de
iesire dintr-un numar de runde de simulare. In cele din urma, efectudm analize statistice asupra
valorilor parametrilor de iesire, pentru a lua decizii cu privire la modul de actiune (indiferent
care ar fi acesta). Putem folosi statisticile de esantionare ale parametrilor de iesire pentru a
caracteriza variatia de iesire.

Simularea Monte Carlo pentru un proces fizic se bazeaza pe urmatorii pasi tipici
(Raychaudhuri, 2008).

Generarea modelului static. Fiecare simulare Monte Carlo incepe cu dezvoltarea unui model
determinist care corespunde foarte mult cu scenariul real. Pentru un model determinist, putem
folosi valoarea cea mai probabild (sau cazul de bazi) a parametrilor de intrare. In acest fel,
putem aplica cateva relatii matematice care folosesc valorile variabilelor de intrare si le
transformam in valorile de iesire dorite.

Identificarea distributiei pentru intrari. Acest pas este unul foarte important, care ar trebui
sa fie bine realizat, pentru a face urmatorii doi pasi. Cand suntem multumifi de modelul
determinist, addugdm componentele de risc la model. Deoarece riscurile provin din natura
stohastica a variabilelor de intrare, incercam sa identificam distributiile care stau la baza (daca
existd), care guverneaza variabilele de intrare. Acest pas are nevoie de date istorice pentru
variabilele de intrare. Existd proceduri statistice standard pentru identificarea distributiilor de
intrare (Raychaudhuri, 2008).

Generarea variabilelor aleatoare. Dupa ce am identificat distributiile care stau la baza
variabilelor de intrare, generam un set de numere aleatoare (numite si esantioane aleatoare sau

variante aleatoare) conform acestor distributii. Un set de numere aleatoare, care consta dintr-0
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valoare pentru fiecare dintre variabilele de intrare, va fi folosit in modelul determinist, pentru a
furniza un set de valori de iesire. Trebuie sa repetam acest proces generand mai multe seturi de
numere aleatoare, cate unul pentru fiecare distributie de intrare, si sa colectam diferite seturi de
valori de iesire posibile. Aceasta parte este nucleul simularii Monte Carlo.

Analiza si luarea deciziilor. Dupda ce am colectat un esantion de valori de iesire prin
simulare, efectudm analize statistice asupra acestor valori. Acest pas ne oferd incredere statistica
pentru deciziile pe care le-am putea lua dupa executarea simularii.

Concluzie. Simularea Monte Carlo este o tehnica matematica foarte utila pentru analizarea
scenariilor nesigure si pentru analiza probabilistica a diferitelor situatii. Alte detalii privitor la
simularea Monte Carlo pot fi gasite in (Raychaudhuri, 2008), (Haugh, 2016) si (Cohen, 1988).
Principiul de bazd pentru aplicarea analizei Monte Carlo este simplu si usor de inteles. Putem
folosi diverse programe software pentru simularea Monte Carlo. Diferitele programe au accelerat

implementarea simularii Monte Carlo in diferite domenii: matematica, inginerie, finante etc.
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3.6. JOCURI DE TIPUL PARETTO-NASH-STACKELBERG

3.6.1. Jocuri strategice, Scurgeri de Informatie, Coruptie si Principii de Solutionare

Se cerceteaza jocurile strategice cu reguli Incdlcate/violate prin scurgeri de informatie —
coruptie a simultaneitatii. Ca rezultat, apar variate jocuri para/pseudo secventiale. Se clasifica
asemenea jocuri In baza principiilor aplicabile de solutionare si se construieste taxonomia lor
impreund cu formularea conditiilor de existentd a solutiilor si demonstrarea lor.

Multimea de echilibre Nash in jocurile simultane, precum si cea de echilibre Stackelberg
in jocurile secventiale, pot fi definite in baza notiunilor de graf al aplicatiei de raspuns optim. O
abordare similara este folositd pentru investigarea jocurilor evidentiate In rezumat.

Se considera jocul strategic finit:

= <N ! {Sp }peN ! {asp - asﬁsz-"sn }PEN >,

unde N = {1,2,..., n} este multimea jucdtorilor, S, = {1,2,..., mp} este multimea strategiilor
jucdtorului pe N, #S,=m <+, peN, si 8] =aj, , este functia de cost a jucitorului

p € N, definita pe produsul cartezian S = X S, , adicd pentru orice jucator p e N este definita
pe

0 matrice n dimensionala A"[m, xm, x...xm, ]

Traditional, jocurile simultane strategice (Nash) si cele secventiale (Stackelberg) sunt
examinate ca tipuri separate de jocuri. In jocurile Nash toti jucitorii aleg strategiile lor simultan
(concomitent) si fiecare jucator determind castigul sdu ca valoare a functiei de cost pe profilul
rezultant. In jocurile Stackeberg jucatorii aleg strategiile lor unul dupa altul intr-o ordine bine
stabilitd si cunoscuta tuturor jucatorilor, fiecare jucator cunoscand la momentul alegerii strategiei
sale a strategiilor jucatorilor precedenti; dupa ce toti jucatorii si-au ales strategiile lor, pe profilul
final fiecare isi calculeaza castigul sau ca valoare a functiei de cost.

Atat pentru jocurile de tip Nash, cat si pentru cele de tip Stackelberg, exista principiile
corespunzatoare de solutionare. Dacad regulile jocurilor sunt respectate, aceste principii de
solutionare pot fi aplicate. Dar ce se Intdmpla cand regulile sunt incdlcate/violate prin coruptia
unora dintre elementele lor, spre exemplu unii jucdtorii pot afla strategiile alese de alti jucatori in

jocurile Nash sau jucdtorii precedenti afla cumva intentiile strategice ale jucatorilor succesori?
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Pot fi examinate asemenea jocuri folosind aceleasi principii de solutionare ca si 1n jocurile de tip
Nash si Stackelberg sau se cer principii noi de solutionare, adica alte notiuni de solutie?

Rezultatele obtinute rdspund partial la aceste intrebari prin considerarea exhaustivd a
situatiilor posibile si construirea taxonomiei jocurilor obtinute in cazul jocurilor de doi jucatori
mxn cu scurgeri de informatie.

Pentru asemenea jocuri se introduc notiunile de vectori de cunoastere-informare-
informatie a jucitorilor: y* si y®. Se definesc in mod clar componentele vectorilor de
cunoastere informare/informatie a jucatorilor si In baza informatiei disponibile se definesc
retelele de cunoastere.

Propozitie 1. Pentru jocul strategic cu i niveluri de scurgere a informatiei exista 4' tipuri
de jocuri.

Propozitie 2. Pentru jocul strategic cu 2 niveluri de scurgere a informatiei existd 16
tipuri de jocuri, care pot fi separate in 7 grupuri distincte, conform principiilor de solutionare
aplicabile:

1. Grupul Nash: Tyge0 5 Tygns s Toops » Tigoo »

2. Grupul Stackeberg: Ty0, Toys s Tigor » Tigor s
3. Grupul maximin: Ty, ,

4. Grupul maximin versus Nash: Togor s Togoo »
5. Grupul optimal versus optimal: T,

6. Grupul optimal versus Nash: Ty, Figg0

~

Grupul optimal versus Stackelberg: Ty, , Ty

Fiecare din grupurile distincte, evidentiate in propozitia 2, este examinat din perspectiva
principiului de solutionare aplicabil, din cea a conditiilor de existentd a solutiei si din cea de
construire a intregii multimi de solutii. Se examineaza algoritmii de determinare a solutiilor si

complexitatea algoritmilor.

3.6.2. Verificarea Taxonomiei Jocurilor Strategice

A fost verificata taxonomia jocurilor strategice cu scurgeri de informatie aplicind metode
de verificare automatd in cadrul sistemului Wolfram Mathematica. Au fost verificate conditiile
de existenta a solutiilor si demonstratiile corespunzatoare.

Rezultatele obtinute constituie o testare a celor obtinute anterior si anume prin metode
informatice.

Multimea de echilibre Nash in jocurile simultane, precum si cea de echilibre Stackelberg

in jocurile secventiale, pot fi definite Tn baza notiunilor de grafic al aplicatiei de raspuns optim.
89



g eyt

pe sabloane, se construiesc functii care definesc graficele aplicatiilor de raspuns optim. Se
examineaza diverse tipuri de jocuri, ce corespund celor din:

1. Grupul Nash: Tog0, g » Doopr » Tigo »

2. Grupul Stackeberg: Ty, Toys s Tigor s Tigor »

3. Grupul maximin: T, ,

4. Grupul maximin versus Nash: T, Tye0 5

5. Grupul optimal versus optimal: I},

6. Grupul optimal versus Nash: Ty, Figg0

7. Grupul optimal versus Stackelberg: Ty, , T}y, -

S-a efectuat o analiza a rezultatelor testdrii in baza céreia s-ar putea realiza un pachet in
Wolfram Mathematica de rezolvare a problemelor afine jocurilor examinate, precum si de
ilustrare grafica a jocurilor si diverselor tipuri de solutie. A fost evidentiatd necesitatea elaborarii
unor algoritmi eficienti de rezolvare a diverselor probleme legate de asigurarea modulelor

necesare pentru pachet.

3.6.3. Jocuri matriceale in grafuri orientate

Au fost formulate diverse tipuri de jocuri matriceale in grafuri orientate, deosebirea lor
fiind efectuata atat conform structurilor de baza considerate, cat si in baza tipurilor de strategii
considerate. Astfel se considera o partitie a tipurilor de jocuri matriceale pe grafuri orientate n
trei clase distincte: T',I"*,T.. In functie de structurile examinate pe grafuri se deosebesc jocurile

matriceale corespunzatoare, care ,,sectioneazd” clasele mentionate anterior.
Au fost definite notiunile de solutii pentru jocurile matriceale pe grafuri orientate. In
cadru general au fost formulate conditiile de existentd a solutiilor si demonstrate teoremele

corespunzatoare. Au fost descrise relatiile dintre solutiile jocurilor I',I'",I.. Rezultatele

obtinute au fost testate prin metode informatice folosind sistemul Wolfram Mathematica 10.4.1
si limbajul Wolfram.
Au fost examinate subclase de jocuri particularizate de structurile considerate:
8. Drumul maximin;
9. Arborele de acoperire maximin;
10. Fluxul maximin;
11. Ciclul Euler-ian maximin;

12. Drumul Hamilton-ian maximin;
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13. Problema comis-voiajorului de tip transport;
14. Etc.
Au fost considerate si jocurile poli-matriceale pe grafuri orientate, care au fost
partitionate, la fel ca si jocurile matriceale in trei clase distincte. Rezultatele obtinute pentru
jocurile matriceale au fost extinse in cazul jocurilor poli-matriceale cu modificarile de rigoare.

egeiwy e

exemple ilustrative si a verifica valoarea practica a rezultatelor teoretice obtinute.

3.6.4. Jocuri pe retele

Au fost formulate diverse tipuri de jocuri strategice in grafuri orientate — jocuri pe retele,
deosebirea lor fiind efectuata atat conform structurilor de baza considerate, cat si in baza tipurilor
de strategii considerate. Astfel se considera o partitie a tipurilor de jocuri pe retele in trei clase

distincte: T',T"*, I} . In functie de structurile examinate, se deosebesc jocurile corespunzitoare,

care ,,sectioneaza” clasele mentionate mai sus precum si in raportul precedent.

Au fost definite notiunile de solutii pentru jocurile pe retele, ca o generalizare a jocurilor
matriceal in grafuri orientate. In cadru general au fost formulate conditiile de existentd a
solutiilor si demonstrate teoremele corespunzatoare, in similitudine cu jocurile matriceale in

grafuri orientate cercetate anterior.. Au fost descrise relatiile dintre solutiile jocurilor T',T"",T..

Rezultatele obtinute au fost testate prin metode informatice folosind sistemul Wolfram
Mathematica 11 si limbajul Wolfram.

Au fost examinate subclase de jocuri particularizate de structurile considerate:

15. Drumul maximin;

16. Arborele de acoperire maximin;

17. Fluxul maximin;

18. Ciclul Euler-ian maximin;

19. Drumul Hamilton-ian maximin;

20. Problema comis-voiajorului de tip transport;

21. Etc.

Au fost considerate si jocurile dinamice pe retele, care au fost partitionate, la fel ca si
jocurile poli-matriceale in trei clase distincte. Rezultatele obtinute pentru jocurile poli-matriceale
si cele dinamice au fost extinse in cazul jocurilor de control de tipul Pareto-Nash-Stackelberg.

ege vy

exemple ilustrative si de a verifica valoarea practica a rezultatelor teoretice obtinute.

3.6.5. Problema de transport cu functii de cost concave liniare pe portiuni in raport Cu
fluxurile pe arce. Jocuri strategice de potrivire a incluziunilor
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Au fost formulate diverse tipuri de modele ale problemei de transport pe retele cu functii
de cost concave liniare pe portiuni in raport cu valorile fluxurilor pe arce, problema de baza fiind
de tipul:

s
F(x*)= min F(x)
unde X este o multime de fluxuri admisibile pe reteaua G descrisa de urmatorul sistem:

_ Z (), v=1y

x(e) — Z x(e) =4 ¥E%
gEEH (2] gEE— (¥} 0, V/Vi\{vo)
p(w), v EV,

care are restrictii de ne-negativitate asupra valorii fluxurilor, precum si restrictii asupra
capacititilor de transport pe arce I(e) = x(e) = u(e), pentru toate e € E.

A fost studiatd complexitatea problemelor enuntate. Tindnd cont de complexitatea
problemelor, a fost adoptata metoda de solutionare si elaborat algoritmul corespunzator.

Pentru testarea algoritmului de solutionare au fost elaborate programele corespunzatoare
in Limbajul Wolfram si generate diverse probleme de testare. Problemele test au fost solutionate
atat cu mijloacele / functiile standard proprii ale Sistemului Wolfram Mathematica, cat si
folosind programele elaborate. Testarile au fost realizate atat pe calculatoare personale, cat si pe
Clusterul CECML.

A fost continuatd studierea metodelor de solutionare a jocurilor poli-matriceale in
strategii mixte cu scopul elaborarii unui pachet de programe pentru Sistemul Wolfram
Mathematica, orientat spre determinarea multimilor Nash.

A fost formulat modelul jocului de potrivire a incluziunilor multimilor poliedrale ca o
extensiune in cadrul teoriei jocurilor a problemelor de incluziune a multimilor poliedrale. Au fost
formulate variate probleme de aflare a situatiilor de echilibru strategic pentru asemenea jocuri si

expuse in linii generale metodele de aflare a unor asemenea situatii de echilibru.

3.6.6. Asupra Metodei potentialelor pentru problema de transport degeneratd

Denumirea de ,,Problemd de Transport” este un nume generic dat unui tip special de
probleme matematice si economice ce tin de optimizarea cheltuielilor de transport si alocare a
resurselor. O problema clasica de transport reprezintd o problema particulard de programare
liniard care constd n determinarea unui plan optim de transport a unui produs omogen de la
surse (unitdti de aprovizionare, furnizori, centre de productie) la destinatii (unititi adresate,
consumatori, beneficiari, centre de distributie) cu scopul de a le satisface cererile minimizand
concomitent cheltuielile totale de transport.

Pentru prima datd problema de transport a fost formulatd si cercetatd de catre

matematicianul francez Gaspard Monge in 1781 [1]. In anii 1920 problema a fost studiati din
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perspectiva matematica de catre A.N. Tolstoi. Un progres considerabil in studierea si
solutionarea problemei de transport a fost realizat de cédtre matematicianul si economistul
sovietic Leonid V. Kantorovich [2] in anii 1940. In consecinti problema de transport este
numita problema de transport Monge-Kantorovich. Sub formd de problema de programare
liniard problema a fost considerata in anii 1940 si de cétre savantii americani, fiind cunoscuta si
sub denumirea de problema de transport Hitchcock-Koopmans.

Metoda potentialelor este prima metoda exactd de solutionare a problemei de transport. A
fost propusd in 1949 de catre L.V. Kantorovici si M.C. Gavurin. Reprezintd o modificare a
metodei simplex ce tine cont de specificul problemei de transport. Algoritmul metodei
potentialelor diferd de un algoritm al metodei simplex prin lipsa pasului de control al functiei la
nemarginire pe multimea de solutii. Lipsa acestui pas in metoda potentialelor este conditionata
faptul ca orice problema echilibrata de transport este intotdeauna solutionabila.

In continuare ne vom referi doar la problema de transport ca problema de programare
liniara.

Problema de transport prezintd interes numai daca respecta urmatoarele ipoteze:

e cel putin o sursda poate aproviziona mai multe destinatii si cel putin o destinatie poate

primi unitati de flux de la mai multe surse;
e unele rute de legdturd pot avea restrictii superioare si / sau inferioare asupra capacitatii de
transportare;
eexista un cost al deplasarii unei unitati de flux de la un punct la altul, care poate fi

exprimat in bani, timp sau distanta.

3.6.7. Unele aspecte ale problemei clasice de transport

Se considerd ca existd un numar m de surse care posedd un produs dat in cantitatea

a; i = 1,m gi n destinatii care solicita acest produs si au necesitatile by, j = 1,n. Se presupune ci
o unitate de produs transportatd de la sursa i la destinatia j costd c;; unitati banesti, unde i = 1,m,

j = 1,n. Se cere si se determine planul optim de transport, adici ce cantititi x;; de produs, unde

i=1m, j= 1,n, trebuie sa fie transportate de la fiecare sursa la fiecare destinatar, astfel incat
costul total de transport sa fie minim.
Problema clasica de transport consta in determinarea unui plan x*, astfel incat functia obiectiv
™ T
HOEDIWES
i=1j=1
sd atingd valoarea minim F(x*) = min__, F(x) , unde X este multimea de solutii admisibile.

Modelul matematic al problemei de transport in forma standard este:
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F(x) — min

Z?:lxi}'zai; i= 1,m
?;1 x:‘_;.' = b_;.': _j = 1,‘1‘1 (1)
x;; = 0, i=1m,j=1n

Vom spune ca problema de transport este echilibratd si admite solutii daca satisface

conditiile:

:J;j_ﬂ‘i =Z?:1b}'iai E ﬂ!b_;l' Eﬂai‘z 1.!m).j|l= 1!“ (2)
In cazul in care problema de transport nu este echilibratd ea poate fi echilibrati in felul
urmator:

e pentru X%, a; > X7, b; se introduce o destinatie fictiva pentru care
by =L a; — ;'!:1 bj’
iar costurile de transport c; ,.+4, i = 1,m sunt egale cu zero;
e pentru X%, a; < X7, b; se introduce o sursa fictiva pentru care
Qi1 = 2j=1 bj -Xtiaq;,
iar costurile de transport ¢,,, 14 ;, j = 1,7 sunt egale cu zero.
In cele mai dese cazuri problemele economice concrete implica restrictii, din motive tehnice
sau economice, a capacitatii de transportare pe unele rute. Modelul matematic a unei astfel de
probleme poate fi descris astfel:

F(x) — min

E;’zlxﬁ =a,, i=1,m
Lt %; = by F=1Ln
O=x;=7r5 i=1mj=1n

pentru care sunt satisfacute relatiile ce asigura existenta solutiei:

=

- ;ﬂ:la’i = ;?zlbj,aizl], b}-EﬂlT"i}-Eni:l_’m,i: 1,

- Xty 1y = ag pentrui = 1,m, Lixy ry; = by pentru i = 1,m.

Dacda avem in vedere erorile de rotunjire care apar inevitabil cand se fac calcule pe
calculator, orice eroare propagandu-se imediat la tot tabelul, acest fapt este depasit aplicand
varianta revizuita a algoritmului simplex. In prezent, existd variate softuri performante pentru
rezolvarea problemei de optimizare liniara, unul dintre ele fiind ,,Wolfram Mathematica”.

Problema de transport poate fi solutionata utilizdnd metoda simplex [3]. Totusi specificul
problemei permite construirea unor metode mai eficiente. in primul rind trebuie mentionat faptul
ca matricea coeficientilor din sistemul de restrictii este dominatd de zerouri. Este un argument,

destul de important, cel putin in cazul dimensiunilor mari de a folosi metoda potentialelor.
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Vom remarca faptul c@ intr-o problema de transport nu poate apdrea decat varianta de
optim finit existand intotdeauna solutii admisibile iar minimumul —oo nu este posibil deoarece
avem de minimizat o functie liniara cu toti coeficientii pozitivi pe o multime de solutii cu toate
componentele pozitive. In continuare enumerim cateva rezultate importante bine cunoscute.

Teorema 1: Problema de transport contine totdeauna o solutie si o restrictie egalitate
redundanta. Cdnd este inlaturata oricare dintre restrictiile egalitati, sistemul format din cele
n+m — 1 ramase formeaza un sistem liniar independent [4].

Din Teorema 1 rezultd ca o baza pentru problema de transport este formatd din m +n —1
vectori liniar independenti, iar solutia admisibila de baza are m +n — 1 variabile. Daca solutia
admisibild de baza are exact m +n — 1 componente pozitive, ea se numeste solutie admisibila de
baza nedegenerata. Dacd solutia admisibild de baza are mai putin de m +n —1 componente
pozitive, ea se numeste solutie admisibila de baza degenerata.

Teorema 2: O problema de transport are solutii degenerate daca si numai daca exista o
submultime stricta si nevida a furnizorilor si o submultime stricta si nevida a consumatorilor
astfel incat suma disponibililor furnizorilor din prima submultime este egald cu suma cererilor
consumatorilor din a doua.

Metoda potentialelor este o versiune a algoritmului simplex revizuit si poartd numele de
algoritm de transport, expus initial de catre L.V. Kantorovich [6].

In continuare vom descrie pasii care trebuie indepliniti pentru solutionarea unei probleme
de transport conform metodei potentialelor.

Pasul 1: Se construieste tabelul de transport in care vom introduce datele ce se refera la

cantitatea de produs ce o contine fiecare sursa a; i = 1,m, cantitatea de produs de care are

nevoie fiecare destinatie b;, j = 1,n si cheltuielile de transport din sursa ¢ in destinatia j dat de

valorile ¢;;, ceia ce inseamna cd se completeaza Tabelul 1:
Tabelul 1
Tabelul de transport. Forma generala.
Ai B: B> vee Bn ai
Bj

A1 C11 C12 Cin ai
X11 X12 Xin

Az C21 C22 C2n az
X21 X22 X2n

Am Cm1 Cm2 Cmn adm
Xm1 Xm2 eee Xmn

bj b1 b2 bn
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Pasul 2: Determinarea unei solutii initiale de baza care poate fi obtinuta utilizand una din

metodele ce urmeaza:

e Metoda coltului nord — vest (G. Dantzig) [7] constd in completarea consecutiv a
celulelor tabelului cu cantitdti maximal posibile de produs dupa regula de sus in jos si
de la stdnga la dreapta, deci initial se completeaza celula din stdnga sus, apoi se
completeazd una dupa alta tot randul, se trece la urmatorul rand care iardsi se
completeazd de la stdnga la dreaptd, si asa continudm pand se completeazd intregul
tabel.

e Metoda costului minim (H. S. Houthakker) consta in completarea celulei care contine
costul unitar de transport minimal, apoi se completeaza urmatoarea celula cu cost unitar
minimal, si asa mai departe pana cand se completeaza intregul tabel.

Fiind aleasa celula in care va fi inscrisa prima variabild bazicd, dar si fiecare alta mai

tarziu, conform uneia dintre metodele descrie mai sus celulei i se va atribui valoarea posibila in

dependentd de sumele de pe linii si respectiv coloane, adicd x,, = min{a,.b,), iar ca urmare

Pq
putem avea una din situatii [5]:

1. a, <X b;, deci toate variabilele din linia & vor obtine valoarea zero, deci nebazice si se
suprimd linia k& din tabel iar marimea b; = b; —a,, procesul se va repeta si pentru
variabilele din tabelul nou obtinut cu m — 1 linii si n coloane;

2. ay = by, deci toate variabilele din coloana ! vor obtine valoarea zero, deci nebazice si se
suprimd coloana ! din tabel iar marimea a; = a; — by, procesul se va repeta si pentru
variabilele din tabelul nou obtinut cu m linii si n — 1 coloane;

3. @y = by, deci va fi stearsa linia k& sau coloana ! dar nici intr-un caz ambele: daca in
tabelul nou obtinut vom avea cateva coloane si o singurd linie atunci se va suprima
coloana I, iar in caz ca se vor obtine mai multe linii si 0 singurd coloana se va suprima
linia k;

Teorema 3: Variabilele obtinute dupa metoda descrisa mai sus in calitate de solutie

initiala formeaza baza.

Pasul 3: Se verifici dacd solutia curenta este optimd, in acest scop initial se formuleaza

duala problemei de transport in felul urmator: fiecarei restrictii E;.’:1x..= a;,i=1m i se

asociaza o variabild u;, i=1,m iar fiecarei restrictii Xz x;; = b;, j=1,n i se asociazad o
variabila v;, j = 1,n, care sunt variabile in problema duala. Deoarece fiecare variabild apare cate

o singura data in fiecare dintre restrictii, duala poate fi scrisa astfel:

s} ]
Yz au;+ E_J-zib}-v}- — max

u;+v; =cpi=1m,j =1n
penrru"a‘ui,v_,-,i =1lm,j=1n

¥
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Deoarece vom porni de la o solutie de baza nedegenerata, unde sunt m +n — 1 componente
pozitive x;; > 0, atunci solutia va fi optimd daci c;; = u; + v;.
Se va completa Tabelul 2 care va contine:

a) Pe ultima linie valorile v;, j=1,n si respectiv pe ultima coloani valorile u;,

i = 1,m care vor fi determinate din relatiile: u; + v; = ¢;;, i = 1,m, j = 1,n - bazice.
Acest sistem admite o infinitate de solutii deoarece avem m +n — 1 astel de ecuatii, dar

numarul de necunoscute este m + n, deci pentru a obtine valori unice se va considera u; = 0, iar

restul necunoscutelor vor fi determinate din ecuatii. Valorile u; si w; astfel obtinute vor

transforma in zerouri coeficientii variabilelor bazice.

b) Pentru fiecare celuld se calculeazd &;; = c;;—(u; +v;), i=1m, j=1n. In cazul

3

elementelor din linia i si coloana j ce corespund componentelor nenule ale solutiei

admisibile de baza avem &;; = 0.

Tabelul 2
Tabelul de transport ce contine o solutie initiala de baza.
Ai B:1 B2 Bn Ui
Bi
Cn C12 Cin
A1 X11 X12 Xin Ui
o o J1n
C21 C22 Con
Az X21 X22 . X2n u2
n1 N2 n
Cmi Cm2 Cmn
Am Xm1 Xm2 .es Xmn Um
Om1 Om2 Snn
Vi Vi V2 . Vn

In dependenta de valorile d;; din tabelul 2 putem lua decizia in ceia ce priveste
optimalitatea solutiei curente:

1.Dacé pentru orice i = 1,m si orice j = 1,n avem &;; = 0, atunci solutia curentd este

ij =
solutie optima a problemei. STOP.

2.Daci existd &;; < 0, atunci solutia curentd nu este optima si se trece la pasul 4.

Teoremd 4: Problema de transport (1) are plan optim daca si numai daca este echilibrata.
Pasul 4. Imbunatitirea solutiei curente consti in determinarea unei variabile dintre cele
nebazice care sd intre In baza si sa devina nenula si determinarea unei variabile care va parasi
baza, ceia ce este posibil utilizdnd conditia de admisibilitate si in consecintd solutia se va

imbunatati. In asa fel, obtinem alta solutie de baza dupa care trecem la pasul 3.
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Definitie: Numim ciclu ce corespunde unei celule libere o succesiune de celule doua cdte
doua alaturate pe aceeasi linie, sau respectiv pe aceeasi coloanad, cu treceri alternative pe linii si
coloane, succesiunea care incepe imediat dupa celula aleasa si se incheie in vecindtatea
aceleiasi celule.

In scopul imbunatatirii solutiei se determini &y, = miné; ; si incepand cu celula (L k) se
construieste un ciclu format din acele celule (i, /) a tabelului carora le corespund valorile x;; = 0

trecand alternativ pe linii si coloane incat si fie asiguratd intoarcerea in celula (I, k) din care a
pornit ciclul. Asociem celulelor din circuitul alternativ “+” si “-” alegadndu-se un sens de
parcurgere oarecare, pornind pe linie sau coloani, incepand cu celula (I, k). Pentru determinarea
cantitatii de produs care trebuie transportat pentru Tmbunatatirea solutiei vom alege astfel de

marime care satisface conditia x,, =min {xi}-laricare i,j din ciclu cusemnul " —"}. Dupa care

modificam varibelele care apartin ciclului dupd regula:

{xi-}- — Xy, pentru celule cu semnul " —
Fi = Xi;+ Xy, pentrucelule cusemnul”+"

Dupa modificarea solutiei se va trece la pasul 3 pentru a fi verificata daca solutia obtinuta

este una optima pentru problema formulata.

Din algoritmul descris putem face urmatoarele observatii:

a) In cazul in care nu existd rutd intre anumite surse si destinatii problema poate fi
solutionata utilizand aceiasi metoda asociind costuri de transport foarte mari in raport
cu celelalte costuri si in asa fel aplicand algoritmul vor fi evitate rutele blocate.

b) Pentru determinarea unei solutii initiale de baza, in cazul problemelor de transport cu
restrictii asupra capacitatii de transportare pe unele rute, se va tine cont de faptul ca

variabila x,, este de bazi doar daci avem x,, =min{a,b,n;}=a, sau

Pg
Xpg = min{a,,bg,1;} = by. Chiar si asa este posibil ca disponibilul de produs sa nu fie
complet epuizat, sau necesarul de produs sa nu fie complet satisfacut.

¢) In cazul in care la pasul ce prevede verificarea solutiei daca este optimd avem céteva
valori egale &;, = mind,;, atunci alegem acea celuld careia ii corespunde valoarea
minima a costului pentru unitate de produs.

d) 1In cazul in care pentru o solutie optima avem 8; ;=0unde i si j sunt indici in afara
bazei putem obtine o solutie noud pornind de la acea celuld si vom spune cd problema
are solutie optima multipla.

e) In cazul in care determinand cantitatea de produs care trebuie transportat pentru a
imbunatiti solutia alegem x,. = ma’n{xi jlorice i, j din ciclu cu semnul” — } care este 0

valoare multipla implica iesirea din solutie a tuturor, fapt care conduce la obtinerea

unei solutii degenerate si care poate duce la ciclarea algoritmului. Ca optiune in acest

98



caz s-ar putea de inlocuit zerourile in exces cu 0" care vor impune participarea in
solutie ca valori neegale cu zero.

f) 1In cazul in care avem o problemi de transport care necesitd maximizarea functiei
obiectiv la fel poate fi aplicat algoritmul descris cu unele modificari: 1. Pentru a afla o
solutie admisibild initiala de baza se va utiliza metoda elementului maxim. 2. Se va

verifica dacd solutia curentd este sau nu optima, adica daca existd &;; = 0 ea nu este

optima si se va trece la pasul 4 al algoritmului.
g) Fiecare linie sau coloana a tabelului de transport contine doua elemente din ciclu sau

nici unul.

3.6.8. Tratarea solutiei degenerate in solutionarea problemei clasice de transport

In cazul in care solutia admisibila de bazi are mai putin de m +n — 1 componente pozitive
si avem o solutie admisibila de bazd degeneratd putem obtine o solutie nedegenerata inlocuind

zerourile in exces cu 0" care vor impune participarea in solutie ca valori neegale cu zero.
O alta modalitate consta in alcituirea sistemului wu; + v; = ¢;;, £ = 1,m, j = 1,n - bazice.

In cazul degenerat numirul de variabile carora li se pot atribui valori arbitrare este mai mare

decit unu. Solutiondm sistemul si calculdam diferentele finite &;; = ¢;;—(u; +v;), i=1,m,

j=1,n. Alegem, celula cu cea mai mica valoare negativid. Pentru ea gadsim un ciclu de

> e Y

redistribuire reiesind din considerentele ca toate celule cu eticheta trebuie neapdrat sa fie

9

ocupate, adica valoarea inscrisa intr-o celulad etichetata cu trebuie sd fie pozitiva. Existenta
cel putin a unui ciclu este garantati de varianta obisnuiti a metodei potentialelor. in urma
redistribuirii valorilor se efectueaza trecerea de la planul degenerat de transport la unul
imbunatatit, dar nu neaparat la unul nedegenerat. O asemenea metoda de Tmbunatdtire a
planurilor de transport degenerate exclude cazurile cand se efectueaza trecerea de la un plan la
altul cu schimbarea doar a valorilor 0" dintr-o celula in alta. Prin urmare, cu evidenta, o
asemenea metoda de tratare a cazurilor degenerate poate micsora numarul de iteratii ale metodei
potentialelor la rezolvarea problemelor degenerate.
O modalitate de imbunatatire a solutiei sau/si obtinerea unei solutii nedegenerate este sa
respectdm urmatoarele recomandari:
1. Se construieste un ciclu, care va incepe cu o celuld ce are valoarea fluxului egald cu
zero, cea careia 1i corespunde un cost minim in cazul in care avem posibilitatea alegerii
din céteva optiuni si care va fi marcatd cu “+”;

(1A

2. Pentru ciclu se vor alege astfel de celule marcate cu “-” incat neaparat sa contina un flux

de produs, iar celulele marcate cu “+” pot fi chiar si toate cu valori nule de flux;
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3. Pentru determinarea cantitatii de produs care trebuie transportat astfel incat sa
imbunititim solutia vom alege ¥, = min{x;|oricarei,j din ciclucu semnul " — "},

Dupa care modificam varibelele care apartin ciclului dupa regula:

Xij— Xps pentru celule cu semnul ™ —
*i = {x:-}- + x,., pentru celule cu semnul "+ "

4. Ne intoarcem la pasul 3 a metodei potentialilor pentru a verifica daca solutia obtinuta
este optima, 1n caz contrar ne intoarcem la punctul 1 si repetam procedura de construire
a ciclului si Tmbunatatirea solutiei pentru o solutie degenerata.

Exemplu: Fie este dat tabelul 3 de transport cu solutia initiala degenerata

Tabelul 3
Tabelul de transport ce contine o solutie degenerata.
Ai B1 B2 Bs B4 ai
Bj

A1 “ 7 2 50
50 2

Az “” 10 10 50
oo 50

As 3 “r 3 50

4 50
A 2 2 50
g 50
b; 50 50 50 50

Din tabel se vede ca am obtinut o solutie x; = (50,50, 50,50,0,0,0) care contine doar 4
componente nenule, deci este o solutic degenerati. In acest caz costul cheltuielilor este
F(x1) = 1900, Urmand recomandirile de mai sus, vom construi un ciclu (4y,By), (4,,By),
(A3,B3), (A3,Bs), (A3,B3), (A4, B3), (A4, Ba), (A1,B4) si vom asocia incepand cu (A3, B;) semnul

iar pentru (4,Bs) semnul “+”. In urma transportirii cantititii de produs de marimea 50

obtinem tabelul 4:

Tabelul 4
Tabelul de transport ce contine o solutie degenerata imbunatatita.
Ai B1 B2 Bs B4 ai
Bi
AL 7 2 50
50
Az 10 10 50
50
As 3 3 50
50
As 2 2 50
50
bj 50 50 50 50

Ca rezultat se va obtine o solutie degeneratd dar careia ii corespunde un cost mult mai mic

F(x1) = 700. Acest proces poate fi repetat fapt care ne va conduce la o solutie optima.
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3.7. METODA VOLUMULUI FINIT LA SOLUTIONAREA
PROBLEMELOR DE TIP CONVECTIE-DIFUZIE

In cadrul proiectului a fost preconizati cercetarea modelelor si metodelor numerice ce tin
de ecuatii diferentiale de tip mixt, i.e. pentru ecuatii care pot fi de tip parabolic sau hiperbolic (de
tip convectie-difuzie) in dependenta de valorile coeficientilor. Scopul principal consta in
elaborarea schemelor eficiente de calcul pentru solutionarea numerica a problemelor
bidimensionale si tridimensionale complexe ale fizicii matematice, definite pe domenii multiplu
conexe. Utilizdnd conceptul metodei volumelor finite, au fost elaborate algoritmii eficienti si
software-ul corespunzator de solutionare a problemelor formulate pe calculatoare cu mai multe
procesoare.

Ecuatia de tip convectie-difuzie este o combinatie de ecuatii de difuzie si convectie
(advectie), si descrie fenomene fizice in care particulele, energie, sau alte marimi fizice sunt
transferate intr-un sistem fizic din cauza a doud procese: difuzie si convectie [1]. In functie de
context, aceeasi ecuatie poate fi numita ecuatia de tip advectie-difuzie, ecuatie drift-difuzie sau
ecuatia de transport scalar (generic). Pentru probleme legate de ecuatii de tip convectie-difuzie

este propus un numdr mare de scheme cu diferente eficiente pentru reteaua discretd cu celule
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dreptunghiulare [1 — 3]. Cu toate acestea, in cazul retelelor discrete neregulate astfel de scheme
lipsesc. Prin urmare, a fost efectuatd o analizd comparativa a metodelor existente cu scopul
alegerii unei scheme eficiente din punct de vedere a exactititii rezultatelor numerice.

La solutionarea problemelor formulate a fost aplicata metoda volumelor finite, care a fost
elaboratd in ultimele decenii si reprezintd o generalizare a metodei diferentelor finite pentru
cazul retelelor neregulate. Aplicarea acestei metode conduce la necesitatea rezolvarii unor
sisteme de ecuatii algebrice lineare de dimensiuni mari (zeci si sute de mii de ecuatii), iar aceasta
implicad necesitatea elaborarii unor algoritmi specifici calculului paralel pe sisteme cu mai multe
procesoare.

Au fost rezolvate si cateva probleme adiacente (din domeniul energeticii) ce tin de
construirea si fundamentarea teoreticd a schemelor cu diferente finite cu minimizarea efectelor
de disipare si dispersie, a schemelor computationale pentru calculul campurilor magnetice ale
liniei electrice si pentru calculul parametrilor de baza in linia electrica cu transpunerea circuitelor
de faza.

Rezultate obtinute in cadrul realizérii proiectului au fost publicate si prezentate la

conferinte nationale si internationale.

3.7.1. Analiza comparativi a schemelor cu diferente finite pentru problemele de tip convectie-
difuzie

In modelarea matematica a unor dispozitive electronice este de obicei necesara obtinerea

solutiei U(X) a urmatoarei probleme de tip convectie-difuzie

da du
Lu= E(WJE + 70 - gGu = FE,x € (0, D

(1.1)
w) = ul) =y, kG)zc, =0,

d
el < €20, = q()-Z-20 12)

Aici termenul cu coeficientul k(x) descrie componenta de difuzie, iar termenul cu
coeficientul r(x) descrie componenta de derivatie sau convectie. Vom mentiona ca, in cazul in
care coeficientii k(X) si r(x) ai ecuatiei sunt comparabili, problema poate fi rezolvata numeric

utilizdnd o schema cu diferente finite standard. Cu toate acestea, In multe aplicatii valoarea

r(x)

coeficientului de convectie Gl > k()| astfel incat raportul k(x)poate lua forma unei delta
functii cu valori maxime de ordinul a mii sau zeci de mii.in acest caz, solutia problemei
formulate are un caracter exponential, iar abordarile standard pentru construirea schemelor cu

diferente conduc la solutii numerice cu eroare mare in special pe retelecoarse.
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Diferite scheme cu diferente pentru rezolvarea astfel de probleme sunt considerate in[4 —
7]. In acest paragraf vom efectud o analizi comparativd a eficacititii schemelor existente prin
rezolvarea unei problemei specifice.

Deci, consideram problema (1.1), (1.2) si aplicim metoda diferentelor finite pentru

. RS . h=—
rezolvarea ei numericd.In acest scop introducem reteaua “@acu pasul N:

wy = {x; =ih,1=0,12,...N}si considerim cateva modalititi cunoscute de construire a
schemelor cu diferente finite.

1. Prima metoda(o numim clasicd) constd in aproximarea derivatelor din ecuatia (1) prin
derivate cu diferente finite in toate nodurile interne ale retelei @& . Pentru aceastd rescriem

ecuatia (1) in urmatoare forma

d du d
ﬁ(kcxlﬁﬁﬁ(ﬂxm— qtu = FG). w3

Apoi aplicdim metoda integro-interpolara [4] pentru a aproxima derivata de ordinul doi
prin derivata cu diferente cu eroarea de trunchiere ce are ordinul doi de aproximare in raport cu

pasul h

dx/lx 2 B * (14)

Aicisunt folosite urmatoarele notatii:

-1
_ 1 i dx - _ h _ui_ui_l _qu—ui
a"_(ﬁ.[:_lk_cﬂ) ‘ke-%—k(xf E)'HEE_T'““I_T

Al doilea termen din (1.3) ce contine derivata de ordinul intdi poate fi aproximat cu

derivata cu diferente centrata pentru pastrarea ordinului doi de aproximare

d o Uiaq =T g Ui
= (rCow)| = BEELIEERTL L 0(02) = Gru)e + 2GR,
dx x=x; Zh (15)

Astfel, obtinem schema cu diferente finite, care aproximeaza problema diferentiald (1.1), (1.2) si

are forma
(eiuiz), + Ciudzs—qu; = f;,i=12,.,N-1 , (1.6)
Ug = My, Uy = Uz, (1.7)
Schema obtinuta poate fi scrisd ca un sistem de ecuatii algebrice liniare cu matricea
tridiagonala
Ug = iy,
Ajugy - Cu;+ By, =F;,i=12,.. . N-1 (1.8)
Uy = Hz,
unde
Ag=t-Erp =TE T A 4Bt
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Este important de mentionat faptul cd, in constructia schemelor de diferente pentru
problemele hidrodinamicii, transferului caldurii si transferului de masa, o atentie deosebita este
acordata schemelor monotone, adica schemelor, pentru care principiul de maxim este indeplinit
la nivel discret. Astfel, schema (1.8), pentru care conditiile principiului de maxim

A;>0,B;>0,C;—A;—B; =D, = 0 (1.9)
sunt indeplinite, se numeste schema cu diferente finite monotonia. Aceste scheme au
proprietatea ca solutia numericad a problemei are un profil monoton, daca solutia exacta a
problemei diferentiale initiale este functia monotona.

Pentru  schema(1.6), (1.7) conditiile(1.9) sunt 1Indeplinite numai  daca

RGOl
RGOl < 2k@sau’ © ko) , unde Pe reprezinta numarul Péclet. In caz de neglijare a

acestei conditii, unele oscilatii non-fizice pot apdarea in solutie numerica.

2. Pentru a obtine o schemd monotond se poate proceda dupd cum urmeaza. Cand
aproximam al doilea termen in ecuatia (1.3), ce contine derivata de ordinul intéi, folosim derivate
cu diferente unilaterale i,z siltix .

Sa rescrieti (1.3) in forma

d du du dr
(k05 )+ r 5 - e = Fer 00 = a0~

(1.10)
si sd introducem functiile de retea
rr=05(r+nD=0 i =05(rn—-|n)=0 r=r"+n
Apoi obtinem urmatoarea aproximatie pentru (1.10):
(eruez), + v+ 17U —qu; = f;,i=12,..,N -1 , (1.11)

In acest caz

A=B-T =2 T oo 44 B+ au
si conditiile de monotonie (1.9) sunt indeplinite.Astfel, schema (1.11) este monotona, dar are
doar ordinul intai de aproximare.

3. In [4] — [6] se propune o modificare a schemei (1.11) pentru a creste ordinul de

aproximare pana la doi. In acest scop, consideram ecuatia (1.10) cu coeficienti perturbati

d du du dr
05 (€5 )+ 77 - @ = F@ 0,00 = g - (112)
9= 1 _ 0.5A]r|
unde 1+R"  k  —numirul Reynolds.

Pentru al doilea termen obtinem urmatoarea aproximare

du _ r(x) du . s
O, = T, et o
'r.+ T
bf=->=0 bi="-=<0
unde © K , Lk
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Atunci aproximatia pentru (1.12) ia forma

ﬂi{ﬂ.iui‘f}x + bi_ﬂ.iui‘f + b;—ﬂ-i+1ui‘x —fq,:U; = ﬁ-_ A= 1;2; s — 1 ) (113)
In acest caz
@; _ a;
A =5 (6: —hb]),B; = %{ei +hb?),C; = A; + B; + qq;

si conditiile de monotonie (1.9) sunt incd indeplinite, dar datoritd introducerii factorului de
1

. 8= . . . . g . . .
regularizare 1+ R, relatia cu diferente finite(1.11) aproximeaza ecuatia (1.10) cu ordinul doi

de exactitate.

4. In [7], [8] este propusi o metodd pentru construirea asa-numitei scheme cu diferente
fx] + ’r\’,ﬂu)

exponentiale. Ideea este de a transforma termenul % ( din ecuatia(1.1) dupa cum
urmeaza

d du G d i) _ r(t)

ﬁ(k{x]ﬁwmu) fx] dx )’“{x] - EX"(‘[’ﬁtﬁ). (1.14)

Prin urmare pentru ecuatia nou obtinuta
G dubuly _

aproximarea cu diferente finite de ordinul doi de exactitate, bazatd pe metoda integro-interpolara,

va fi de forma

€, _
( : (Juz'ui}f) —qiu; =f,i=12,...N—-1
B 1
x .

z (1.15)
In acest caz
I et TR L0 N L NP . ,
Ai h‘.lu' ? BE_ hZ .Iu'f+‘§JCE_AE+1+B:_1+QE
si conditiile de monotonie (1.9) sunt, de asemenea, indeplinite.
5. In [9] se propune o metoda de construire a schemei cu diferente, cunoscutd sub numele
de schema lui Gummel. Ideea metodei este urmatoarea.Introducem functia de flux
du
JO&) = kG)— + rlu
dx ,
atunci ecuatia(1.1) se transforma in
djCx)
~ax qxu=f (T] (1.16)
In conformitate cu metoda integro-interpolar, aproximarea pentru (1.16) devine
Jox =Tt
—2 g =f,i=12,.,N-1 (1.17)

. I . ca
Pentru a obtine formula pentru valoarea fluxului "z in centrul celulei ¢i-1-*:)considerdm ca

functiilekG)sir(s3 fie constante in aceasta celuli si sa fie egale cu
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h
ki_% = k(l-xz' _g) T:‘—% - T( E_E)_

Mai departe rezolvdm ecuatia diferentiala in raport cu fluxul

u
'E‘E-_l_""-'":-_l“ =] 1

dx T3 , X = {x:'—il-x:'] (118)

cu conditiile la limita

ule;_)=u;_p,ulx;)=u; (1.19)
Sa reprezentam ecuatia (1.18) in forma
d Ji1 s
e
"2 2 (1.20)

Aceasti ecuatie se integreaza pe intervalull¥;—1.%:1. Obtinem

b ]
Bl =

egxiui — egxi—iui_l = {ngl- - egxi—'_]

T,
i—

Eal

(1.22)

Dupa o serie de transformari a expresiei (1.17) obtinem schema cu diferente finite

1(kg+l ’ (_gi%h)ui-l-l ” (gH%h)ui —k ’ (_gi_%h)ui _B (gi_%h)ui_l) —q;U; = fi

R R i~ h
i=12,.,N-1 (1.22)
In acest caz
ki1 Ky
A; = W B (.E?i_%h:]: B; = h:I B (_H‘H'ih): Ci=Aj +B; 4 +g;

Deci, conditiile de monotonie (1.9) sunt, de asemenea, indeplinite.

6. Metoda de construire a schemei cu diferente propusa in [10] pentru problema (1.1)reduce
problema diferentiald la o schema cu diferente finite similara cu schema (1.22). Ca si In schema
Gummel, aici se asumd cd pe fiecare segment [¥i-1.X:lcoeficientii ecuatiei (1.1) au valori
constante, partea dreaptd a ecuatiei este o functie lineara si, prin urmare, urmatoarea problema cu

coeficienti constanti raimane sa fie rezolvata

d du X;— X X— Xi_q
E(‘ki—%ﬁ-l—ri_%u)_ qi—%u = fica h +f; PR € (xi_1. xz':]’

ulc;_y)=w;_ulx)=u; (1.23)
Solutiile problemei (1.23), obtinute pe intervale [¥i-1.%;18ilx;. %441 se introduc in
conditia de continuitate a fluxului in nodul ¥: . Deci,

[i1=Ti1

kB P
i e =\ Ml Tt |
< = x=x;—0 £ < a=xH0
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Dupa anumite transformari se obtine schema similara cu cea din (1.22).
Vom efectua o analiza comparativa a eficacitatii schemelor descrise anterior prin aplicare
a acestora la rezolvarea unei probleme concrete. In acest scop consideram ecuatia (cu solutia

exacta cunoscuta) examinata in [7]:

d [du
— = — 2
tix(dx+2:~|c::4:m{_x:]) x+x%x e (01)

ul(0) = 0,u(1) =10 (1.25)
pentru diferite valori ale parametruluiJ.

Solutiile numerice ale problemei (1.25) obtinute in rezultatul acestei aplicari sunt
prezentate in fig. 1, 2, 3 pentru diferite valori parametrului [1. Prin linia de culoarea albastra este
reprezentatd solutia exactd,thereddot— solutia numerica dupd schema exponentiala(1.15), a
magenta line —solutia numerica dupa schema clasica cu derivata cu diferente centrata(1.6),
bluerhombuses—solutia numerica dupd schema (Karetkina) descrisa in [4], blackdots—solutia
numericd dupa schema luiGummel(1.22) si prin patratele de culoarea verde—solutia numerica

dupa schema luiSamarskiiregularizata(1.13).

35 T T T T T T T T T T
: ; : ; : exact exact
: | : : : | ® exponenta ® exponenta
1] gl i I R e A S ;) : - < a
: - : » : : : classik classik
: I & X : 3 : : & Karetkina & Karetkina
25k . : B....... il ® 0 Gummel | ®  Gummel |4
: : : & v 3 B Samarskii B Samarskii

x=100 x=100

300 : , : : : : 140 — 54— : : : ;

= 5 : ¥ g R : : 3 ¢

: ; g ¢ : exact : : ] : : ; : exact

: : : : : : | ® exponenta 3 3 : : : : ‘| ® exponenta
250k Piamessas i N . 2 NS g 4 120 : : ; ; ] i
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Fig 2. Rezultate numerice pentru [J = 100 pe retele cu pasul h=0.1 si h = 0.05
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Fig3.Rezultate numerice pentrul) = 1000 pe retele cu pasulh = 0.1 sih = 0.05

3.7.2. Rezolvarea numerica a problemei pentru dispozitivul semiconductor

In baza analizei rezultatelor numerice obtinute au fost

i stabilite limitele de aplicabilitate pentru scheme de calcul

considerate. Testarea algoritmelor de calcul a fost realizata

cu ajutorul soft-ului elaborat in sistemul Matlab. In baza

acestui studiu a fost elaborat algoritmul de calcul conform

» schemei cu diferente pentru problema de tip convection-

diffusion cu trei variabile spatiale. Acest algoritm a fost
cathode

I, adoptat la rezolvarea problemei bidimensionale pentru

Fig. 4 dispozitivul semiconductor. Algoritmul este realizat in
limbajul Fortran pentru claster cu 48 de procesoare.

In rezultatul modelarii matematice a comportirii unui dispozitiv semiconductor se obtine un
sistem de ecuatii diferentiale neliniare. Vom prezenta formularea matematica a problemei, care
trebuie rezolvata in cadrul acestui proiect. Consideram modelul unei diode semiconductoare (fig.
4). Dioda semiconductoare este formata din doua regiuni cu diferit dopaj: regiune de tip p, cu o
concentratie dominantd de gauri si regiune de tip N, cu o concentratic dominanta de electroni.
Electrodul anodului este conectat la regiunea de tip p, iar catodul este conectat la regiunea de tip
n. Impuritatile, care se adauga la materialul semiconductorului la fabricarea, determina tipul de
conductibilitate impuritatii a fiecarei regiuni. Concentratia de impuritafi In fizica
+

semiconductoarelor este, de obicei, notatd cu N. Se presupune ci functia N(x) = Ny — N; m™?

este cunoscutd si are o concentratie de donatori ionizati N5 si acceptori Ni Valoarea negativa a
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concentratiei de impuritati este determinata de atomii ale acceptoarelor (semiconductor de tip p),
iar valoarea pozitiva este determinata de atomii ale donatorilor (semiconductor de tip n).

Pentru calcularea parametrilor diodei folosim formularea bazatd pe modelul DDM (Drift-
Diffuzion Model [11]). Solutia se cauta in paralelogramul

0= {:f =(x,v,z)0=x=<1,0

I

y=1,0=z=1_} (vezi fig. 4). Frontiera domeniului
marcatd cu culoarea surd si cu cuvintele "cathode/anode" vom nota prin Iy si vom defini aici
valorile functiilor necunoscute, i.e. obtinem conditiile Dirichlet. lar la restul frontierei, pe care il
notdm prin Ty, vom defini fluxul normal egal cu zero, i.e. obtinem conditiile Neumann.
Presupunem ca dQ =T, UT,,IyNTy; =0. Functiile necunoscute sunt urmatoarele: ¢ -
potentialul electrostatic, g, si @, - nivelurile cvasi-Fermi pentru electroni si goluri, respectiv.

Functiile @, ¢,,, @, trebuie sa satisfacd unui sistem de ecuatii diferentiale neliniare prezentat in

[11]: Presupunem ca catodul este conectat la masa (V, = 0), iar tensiunea pe anod este cunoscuta

V. = 0. Apoi, pe frontiera I'y, si anume pe anod si catod, functiile ¢, n, p au forma

N+ [N? $4n} Nt [N?t4n] —-N+ |N?+4n]

0(®) =V + @rln| ——— [ n(@) = ———p(H) =——— €,

De pe celelalte frontiere conditii la limita sunt conditiile Neumann

n-Ve=2£=0; -], =0; A-],=0F€ET,

unde punctul denota produsul scalar al vectorului normalei externe 7 la frontiera cu potentialul ¢

si vector-functii/,, si J,,.

Schema de calcul pentru problema formulatd se construieste prin aplicarea metodei
volumelor finite [12]. Ca rezultat se obtine un sistem de ecuatii algebrice liniare cu matricea
simetrica. De remarcat faptul ca in solutionarea problemelor reale se obtine un sistem ce contine
mii sau zeci de mii de ecuatii. Cu toate acestea, fiecare ecuatie contine numai cateva elemente
nenule (de obicei, de la 9 la 25), atunci matricea rezultatd este suficient de rard. in algoritmul
implementat, numai valorile diferite de zero ale elementelor din matrice sunt stocate in memoria
calculatorului. Pentru a rezolva sistemul construit utilizim o metodd iterativd: metoda
gradientului conjugat, care converge rapid pentru acest tip de probleme.

Remarcam faptul ca schema cu diferente propusa poate fi aplicata doar pentru valori mici

de concentratii Np,Np,max 51 Napmax (d€ ordin 7, = 1,46 - 10** m™). Pentru valori mari este
necesar de construit o schema cu diferente de forma speciald, cunoscuta sub denumirea schema

lui Gummel.
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Algoritmul elaborat a fost adoptat pentru realizarea soft la clasterul USM (pentru clasterul
cu 48 de procesoare). Cu scopul verificarii corectitudinii de functionare la distantd a pachetului
de programe elaborat au fost efectuate calcule necesare.

Pentru rezolvarea numericd a problemei de determinare a starii de echilibru in
dispozitivul semiconductor [13] sunt implementate urmatoarele trei algoritmi. Problemele la
limita pentru ecuatiile eliptice sunt rezolvate numeric prin metoda volumului finit [12].

Pentru a obtine o solutie stabild a problemei pentru dispozitivele semiconductoare pentru
valori mari ale concentratiei purtitorilor de sarcind (aproximativ 10**- 10%%), problema este
formulatd in variabile noi ¢, n, p, care reprezintd potentialul, concentratia de electroni si
respectiv concentratia de gauri in dispozitivul considerat.

1. Prima metoda este reprezentata de o schema cu diferente finite clasica. Algoritmul este
implementat ca un program in limbajul Fortran utilizand un pachet software specializat PETSC
(Portable, ExtensibleToolkit for ScientificComputation) [14]. Programul are urmatoarea
structurd: programul principal care stabileste valorile parametrilor fizici si geometrice si doud
subrutine Solution_for_Fi si Solution_for_N_P. Fiecare dintre aceste subrutine rezolva ecuatia
eliptica pentru functiile @, n si, respectiv, p. Folosind acest program a fost efectuata o serie de
calcule pe grila N1 = 20 si N2 = 27 pentru a determina pasul optim in raport cu variabila timp 6.
Sub valoarea optima a pasului aici intelegem valoarea pasului t, sub care precizia specificata €
este atinsa dupa efectuarea numarului minim necesar de straturi dupd timp Nitr. Urmatorul tabel
prezinti valorile lui Nier in functie de parametrul T: T = ah, h = hy = hz cand € = 10 (aici hy, h;
sunt pasii retelei in raport cu variabilele spatiale).

1 a 2. 15 3. 20. |4 25 |5 30 |6. 35 |7. 40 (8. 45 (9. 50
10. Mirer | 11. 253 | 12. 183 | 13. 153 | 14.132 | 15. 121 | 16. 138 | 17. 156 | 18. 173

Dupa cum se poate observa din tabel, valoarea optima pentru pasul t este atinsa pentru o = 3,5.

2. Schema cu diferente clasicd consideratd mai sus este stabild in aplicatiile in care
conditia |‘F'z',,f+1 - ‘F'z',j| < 2 este Indeplinitd (aici @ este potentialul egal cu 0,026 V). Pentru
aplicatiile in care gradientul potentialului are valori mari de obicei se aplicd schema Sharfetter-
Gummel [11]. Acest algoritmul este implementat ca un program in limbajul Fortran utilizand
pachetul software specializat PETSC [14]. Problema pentru distributia potentialului si
concentratia purtatoarelor de sarcind in dioda a fost rezolvata pe retelele cu N1 = 100 si N2 = 140
de noduri. Initial cdmpurile de potential si concentratia au fost calculate in regim de echilibru
dinamic, adica In cazul cind potentialul extern este egal cu zero. Apoi, calculele corespunzatoare
au fost efectuate pentru cazul in care a fost aplicatd tensiunea externa de 0,6 V. Pentru a obtine
rezultatele stabile, tensiunea externd a fost crescuta treptat, cu un pas mic, egal cu 0,006 V.

3. In calitate de o metoda alternativa pentru schema Sharfetter-Gummel poate fi folosita

schema de calcul, care se bazeaza pe reducerea ecuatiilor initiale la forma divergenta si apoi la
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aplicarea teoriei lui A. Samarskii. Aceasta metoda a fost fundamentatd pentru problema
considerata si algoritmul obtinut este implementat ca un program in limbajul Fortran utilizand
pachetul software specializat PETSC. Au fost efectuate o serie de calcule cu un numar diferit de
procesoare (de la 1 la 44) pentru determinarea factorului de reducere a timpului de calcul in

functie de numarul de procesoare utilizate. Rezultatele de calcul sunt rezumate in tabelul ce

urmeaza.

Numarul de
2 4 1 8 16 32 44

procesoare, N
timp (min.). 96.56 55.45 130.93 33.75 25.64 22.55 21.15
Factor, | 0.737 0.424 1 0.258 0.194 0.172 0.162
Factor Invers,|] 1.36 2.36 1 3.88 5.15 5.81 6.19
1/

In tabel este prezentat timpul de calcul (metoda gradientului conjugat pentru rezolvarea
sistemului de ecuatii algebrice liniare, obtinut in urma discretizarii) pentru reteaua cu 366 x 513
de noduri in functie de numarul de procesoare. Se poate observa ca factorul 1/a creste odata cu

cresterea numarului de procesoare, dar tinde catre un regim stationar.

3.7.3. Metoda numerica pentru calcularea puterii electrice intr-0 linie de transmisie cu mai
multe fire

Ecuatiile liniei de transmisie sunt considerate pentru un sistem format dintr-un numar
arbitrar de conductori (fire) electrici. Se propune tehnica numerica bazata pe aproximarea cu
diferente finite. In primul rand, sistemul initial de ecuatii diferentiale este scris in invarianti
Riemann, iar apoi ecuatiile rezultante sunt aproximate conform metodei diferentelor finite.
Pentru a obtine schema finala cu diferente finite cu dispersie si disipare numericd minima se
aplicd metoda primei aproximari diferentiale. Noutatea consta in obtinerea unei generalizéri in
cazul unui numdr arbitrar de fire electrice.

Modelul matematic. Vom considera propagarea energiei electromagnetice prin intermediul unei
linii de transmisie trifazata de inaltd tensiune cu un numadr arbitrar de conductori. Formularea
matematicd a problemei reprezintd sistemul de ecuatii diferentiale cu derivate partiale, cunoscut

ca ecuatii ale liniei de transmisie. Ecuatiile sunt derivate din ecuatiile Maxwell[15] si pentru

vectorul necunoscuti de tensiune ¥ ) si de curent (. £) au urmitoarea forma

8 du
Lotz HRI=0 3.1)
du Ji

Catatou=0 3.2)

Domeniul de rezolvare a problemei (precum si domeniul de definitie pentru vector-functii

necunoscute ale curentului si tensiunii) este dreptunghiul D = . t):x € (0.1),£ € (0, Tinax )}, unde
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| este lungimea liniei de transmisie, Tmax:= este timpul maxim de calcul pentru wCe £) i iCe.2),
Intr-o linie cu n fire vector-functii & t) si iG. t) au cate n componente fiecare, iar L, C, R, G
din (3.1), (3.2) sunt matricele simetrice (@ x 1) cu elementele ce reprezintd inductivititile lineare,
capacitatile, rezistentele firelor si conductibilitatea izolatiei (obiectele vectoriale sunt marcate cu

caractere aldine)

u, (x, ) iy Cx, t)
wle. ) = ug(x, t) i) = iglx. t)
A0t it
Ly Lz Lin C1a Ciz Cin
L — Ll: LE: L:n . C — Cl: CE: C:n s
Lin Lzn = Lan Cin Can = Can (3.3)
Ryy 0 0 Gy O 0
r_|® R,, 0 J c—|® Gag 0
0 0 R:n 0o 0 Gun

Deci, avem un sistem de ecuatii diferentiale cu derivate partiale de tip hiperbolic (3.1), (3.2).
Pentru a obtine o solutie unicd, trebuie sd adaugam la aceste ecuatii conditiile initiale (atunci
cand t =0 ) si la limita (atunci cAnd ¥ =0 si X = 1) Presupunem ci la momentul initial £ =0
nu exista tensiuni si curenti in linie

ulx,0)=iCx,t)=0,x € [0, (3.4)

la intrarea liniei, pentru * = 0 _ tensiunile sunt date, iar la iesirea pentru ¥ = ! avem o sarcind cu
rezistentd Rs

w(0.t) = Uy (t), u(l,t) = R.i(. 1) (3.5)
Dupa rezolvarea problemei formulate, puterea activa P poate fi calculata ca valoare medie pentru

perioada T a puterii instantanee PG £) = ulx, £iC, £)
17
Pix,t) = ?J‘_E ulx, 7)i(x, 1) dr

rs

In ultima formula se foloseste multiplicare dupa componente a vectorilor P = Uik =1.n

Puterea reactiva Q se calculeaza dupd formula

T
:iz(x T] 1 [tz du(x T]
dr = -— ;r,{x T)—

wl t__

Qe t) = TI e

Metoda numerica. Pentru a rezolva numeric problema formulatd, propunem aplicarea metodei
diferentelor finite dupa cum urmeaza. Pentru a construi schema cu diferente, modificam sistemul
initial (3.1), (3.2) si il reducem la o forma diagonald, folosind invariantii Riemann. Pentru
sistemul transformat, tinand cont de conditiile initiale si la limita (3.3), (3.4), construim o schema

cu diferente care posedad proprietatile de aproximare si stabilitate si, prin urmare, convergenta.
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Apoi, folosind metoda primei aproximari diferentiale, demonstrdm ca schema cu diferente
construita are valorile minime posibile ale termenilor de disipare si de dispersie.
Derivarea sistemului de ecuatii pentru invariantiiRiemann. In primul rand, reducem

matricele L si C la forma diagonala. Deoarece in linia de transmisie, undele electromagnetice se

1
C . e . .. LC=CL=—F
propaga cu aceeasi vitezd @ = Ca (Co este viteza luminii), atunci conditia a* (E -

matricea unitate) trebuie sa fie satisfacuta [4, 5]. Aceasta Inseamna ca matricele simetrice L si C
se reduc la forma diagonald utilizand aceeasi matrice ortogonala Q

L= QNiQ,C = QARQ' . (3.6)
Aici Au si Ac sunt matricele diagonale cu elemente 4zi, Acix, k=T.n care sunt egale cu

radicinile patrate din valorilor proprii ale matricelorL si C. Elemente 4Lk, 4cx sunt locate in
matriceleMr si Ac in asa mod incat produsul lor cu acelasi numir k este egal cu viteza propagarii

undei electromagnetice:

1
=aqk=1E
Apede e . (3.7)

. A .. . .. . .. T o . o
Apoi, in loc de curenti si tensiuni, introducem noi functii W1 = @'i |, w2 = @' u gj transformim
b 5 ] b 1 ]

sistemul (3.1), (3.2) la forma

2 ﬂwi aWz o _ -
ﬂl.—at +—ax + Rw,; =10 ’R:QrRQ (38)
20wy Owy o~
N7+ +Gw, =0,6=0Q6e (3.9)
Mai departe in loc de W1, Wz introducem functiile 1, V2 dupa regula
vy =Nwy U2 = Aewz or wy = Af'vy wa =AZvs (3.10)
In rezultat obtinem sistemul
dry - -15a-1 _
E-l—ﬁl .r'l.f_‘ E‘I‘J’\L Rﬁl ™ = 0 1 (311)
dvg -1,-1 073 AFa-1
W-l—f'q_— f\L E‘I‘ﬁf_‘ G.I"!.,a_- vy =0 (312)
Ssau
vy vy =0 -1§a-1
Tt T3 TYRVL =0 yp = ATRAS (3.13)
ﬂvz avi =0 -1 a1
gt TG TYeT2 =0 gy = AT (3.14)
Introducem invariantii Riemann®1 si ¥z in urmatorul mod
1 1

J20, +v3) : J2wy —v3) (3.15)
si obtinem
ory  ory 1 1

=0
at T %ax t 2(yr +¥cdry ¥ 20k — ¥cira , (3.16)
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a’-‘"z aarz + 1 + 1 =10
at dx  20g—vycIry 200z +¥cdra ) (3.17)

Astfel, in locul sistemului initial (3.1), (3.2) pentru functii necunoscute u{x 1), iCx.t) avem
sistemul (3.16), (3.17) in raport cu functii necunoscute *'1 (.t} r2(x. t). Relatiile intre aceste

functii sunt urmatoarele

1 1
" RO AW, 200t AQw, (3.18)
u= %Qh}lﬁ'i - rz],i = %Qhﬁ.‘(’ri + 1) (3.19)
Conditiile initiale si cele la limita (3.4), (3.5) pentru "1, "z se obtin in forma
ri(x,0)=r;(x,0)=0,x €[0,1] (3.20)
r1(0.8) = V2N Q Uy () + 12 (0. 1), ra(L.t)=Ar, 01, (3.21)
A= QN + R.QN QAT - R.QND) (3.22)

Schema cu diferente finite. Initial in domeniul 2 = {CGe.t):x € ©, 1)t € (0, Trng2 )} construim

—_— I — Tmﬂx
reteaua @ar = {(p: g )%y =Phty = qrp=0.N.q = 0.M} o\ pasii b & T RENTT M (N

si M reprezinta numarul de pasi dupa coordonatele X si t, respectiv). Definim pe aceasta retea
.. .. . q = q i q =
functii de retea — functii de argument discret "Lz L E Iq}, =T (e t'i‘}, Up = UlXp. tq},

9 — . . . .
iy = i(xp. 1q) si derivate cu diferente finite

g+l _ _.g o
Lp L.p
(=re=——— Wl =Tz=""7F"
T ) h )
q g
T. —T.
Zpt1 2.0
(T:]x = Tz,x = f

Folosind aceste notatii putem scrie schema cu diferente care aproximeaza sistemul (3.16), (3.17)

1 1
Tyt aryz+ + =0
200 + '}-’f]ri;l 2G0r — Tf}rg‘p , (323)
+ L + ! 0
Tz~ OFzx =
2(yr — Yf]ri,p 20rg + ]ff_-}rg;,l _ (324)
Din aceste relatii, valorile invariantilor ™1, Tz pentru straturile dupa timp q = 1,2, ..., M pot fi

calculate consecutiv, 1incepand cu valorile lor cunoscute de pe stratul zero:

4] — gl — —
Tip =Tz =0, P=0.N La fiecare strat de timp cu numirul q din ecuatiile (3.23) se

calculeaza valorile Tim’p =LN si Tgm’p =00 =D valorile ale invariantilor la inceputul si la
sfarsitul liniei sunt determinate din conditiile la limita (3.21)

1o =VEAQUo(t) +73, 73y =Ar], (3.25)
Minimizarea efectelor de disipare si de dispersie. S& demonstram cd schema cu diferente

finite construitd (3.23) - (3.25) are valorile minime posibile ale termenilor de disipare si
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dispersie. Pentru aceasta, utilizim metoda primei aproximari diferentiale (metoda ecuatiei

modificate) [6]. Rescriem ecuatiile (3.16), (3.17) ca o singura relatie

ar ar
s "‘Aa +Fr—l‘.]’ (3.26)
1 0 ¥ ¥- 1 1
¥r= _.z"'l = .lr = ’ = _{ + ]_. =2
unde Cz) (z ‘ﬂ) Y- T’+) T R T S 0.
Vom determina schema cu diferente cu matricea de pondere &
h _ —
Te +Ars - Eﬂ;r,—_,x +I[erFr+(E—ay]=20 (3.27)

si vom defini matricea & pornind de la conditia minimizarii efectelor disipative si de dispersie.
Aici

e _ .4

g
T — = T —21" + 77
— _ _p#1 p-1 re—7rz) Tpna -1
'r; = CI.E(TI +Tf] = TJTEI = h = hZ ¥
q+1 _ 0y /A 0
r=1,f=1% ,A+—{E a)_aE,E_ 1).

Deoarece F=r+1r, si af + (E—alr =71+ 1ar: atunci schema (3.27) poate fi scrisi cum

urmeaza

h
E+tlo)r, + Ars - Eﬂ;rfx +Ir=10 (3.28)

Prin descompunere in seria Taylor intr-o vecinatate a punctului {xw*tq}, obtinem urmatoarele
aproximadri ale derivatelor cu diferente

ar Tdr ar 2 a*r 2
re= g2 +2r3t' +0@*)rs = x+9'[h }J'-'";?x —E"‘GU‘ ].

Inlocuind aceste formule in (3.28) si eliminand termenii de ordinul doi de exactitate in raport cu

pasii T si h, obtinem forma hiperbolica pentru prima aproximarea diferentiala

dr  or Td%r dr h, @*r
(arhﬂla +r) zor TG a0 (3.29)

Dupéd cum urmeaza din (3.29) aceasta ecuatie difera de expresia initiald (3.26) prin expresia
subliniata, care are ordinul intai de exactitate in raport cu t si h si determina termenii disipativ si
de dispersie. Aceastd expresie se numeste prima aproximatie diferentiala (PAD) [6] si determina
ordinul de aproximare si proprietatile calitative ale schemei cu diferente construite. Minimizarea
acestei expresii permite minimizarea efectelor de disipare si dispersie in solutia numerica.

Sa transformam expresia subliniatd din (3.29). In primul rand, considerim (3.26) si obtinem

urmatoarea ecuatie diferentiala de ordinul doi

a3y a3y
Atz -4 dx3

—(AI"+FA]—— Mr= [] (3.30)

ir
Eliminand cu ajutorul (3.30) derivata dt* din expresia subliniatad, dupa unele transformari

1]

obtinem forma parabolica pentru PAD
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Td%r dr h_08%r
20e2 T Y9t 20 s

. h a3r ar T
—GA —§A+)E+TE{AF+FA]—FQA]E+E{F—2HI]FT

(3.31)

h
< < 1 < T=- o e g
Dupa cum rezultd din (3.31) daca alegem a, atunci primul termen, care determina disiparea

schemei cu diferente, devine zero. Pentru a egala cu zero al doilea termen, care determind

dispersia schemei, egalam cu zero expresia in paranteze patrate si astfel determindm matricea o

1 _1 -1 -1
FaA = (AT +TA)sau a=5(E+T1ATA™) (3.32)

Daca inlocuim expresia rezultantd pentru matricea de pondere a In schema cu diferentd (3.27) si

luam in considerare ca

a=;ﬂf~n=%$.mﬁrﬁmf ) 6 1)

(5 6 )G )

F(E-‘—a]:l"—razc_ };‘)

atunci termenul liber se transforma in forma scrisa in schema (3.23), (3.24).

Rezultate numerice. Algoritmul propus a fost implementat ca un complex de programe in

sistemul Matlab. Rezultatele de calcul pentru o linie cu 6 fire (n = 6) sunt prezentate mai jos.
Lungimea liniei este de 150 km, numarul de pasi in retea este N = 40. Doi parametri de

pondere ®1 si @z au fost introdusi in program in asa mod incat pentru @1 = 1; #z= 0, calcule au

fost realizate utilizdnd schema construitd cu matricea a din (3.32), in timp ce pentru alte valori

ale lui @151 @z calcule se efectueaza conform schemei cu valori mai mari ale termenului de

dispersie.
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(©) (d)

Fig. 5. Distributia curentului | si a tensiunii U de-a lungul liniei in primul fir (la momentul in

care unda a trecut jumétate din linie) pentru valori diferite ale parametrilor ®1 si &z ;
@ =La=0 pa,=0a=1,;ca,=0;=05; (e, =0;=05

0.9h
T=—
)

Valorile initiale ale curentilor si tensiunilor se presupun a fi egale cu zero, iar forma tensiunii

de intrare Ua() din (3.5) are forma unei trepte. In fig. 5 (a, b, ¢) sunt prezentate rezultate

h
. n a T=- . . . . . . A
numerice in cazul cand a pentru diferite valori ale parametrilor @1 si ®z. Analizand

rezultatele prezentate se poate mentiona faptul ca pentru valorile parametrilor de pondere din
(3.32) impulsul de intrare se propagd de-a lungul liniei fara distorsiuni dispersive (atenuarea este
cauzati de prezenta in linia a rezistentei R si conductivititii G nenule). In cazul in care calculele
sunt efectuate cu valorile a matricei a care sunt diferite de cele optime (3.32), atunci distorsiunile

non-fizice apar la frontul undei (fig. 5 (b) si (c¢)). Pentru comparatie in fig. 5 (d) sunt prezentate

0.9k
. A A g L= — — A
rezultate numerice in cazul cand a , @ =&z =053 _ Asa cum se poate observa in acest

caz, termenul disipativ de la (3.31) exercitd o influenta substantiala asupra rezultatelor.

3.7.4.Modelul matematic al unei linii electrice trifazice cu faze split.
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Majorarea tensiunii liniilor electrice conduce nu numai la cresterea puterii lor naturale, ci si la
cresterea pierderilor de putere din cauza descércarii coroana. Ca solutie tehnicd pentru reducerea
pierderilor descarcari corona, se utilizeaza realizarea constructiva ale fazelor ca fascicole de
conductoare. Aceasta variantd de construire a fazelor conduce la modificarea parametrilor liniei
electrice. Parametrii liniei electrice determind puterea naturald sau capacitatea de transmisie a
liniei. Scopul acestei cercetari este studierea unui model matematic al liniei electrice de

transmisie trifazate cu faze split si evaluarea preciziei de

calcul a parametrilor capacitivi ai liniei, utilizand valoarea
diametrului echivalent al fazei split [13] si repartitia

campului electric static, care se obtine prin aplicarea

metodei volumului finit [14]. Cu metoda volumului finit si

metoda diametrului echivalent al fazei split s-au calculat

valorile coeficientilor potentiali si capacitivi pentru fiecare

din cele 15 conductoare ale linie de 750 kV (fig. 1).

Rezultatele determindrii coeficientilor capacitivi prin

metoda volumului finit pentru diferite configuratii ale

Fig. 1

aranjamentului conductoarelor si cu metoda reflectiei au dat
rezultate foarte asemandtoare (diferenta se sesizeazd In a treia zecimald). S-a argumentat
posibilitatea utilizarii metodei volumului finit pentru calcularea parametrilor circuitelor cu
geometrie complexa in scop de optimizare a fazei split, utilizand criteriul de limitare a intensitatii
campului electric a conductoarelor pentru a exclude descarcarea corona. Modificarea distantei
dintre conductoarele fazei split duce la o wvariatie neliniard coeficientilor capacitivi a
conductoarelor fazei. S-a confirmat corectitudinea utilizarii formulelor aproximative pentru
determinarea parametrii liniilor lungi, utilizdnd raza echivalenta a fazei split.

Este propus un model matematic al linii electrice cu mai multe conductori cu faze split, cu
ajutorul caruia este posibila studierea influentei aranjamentului geometric al firelor asupra
parametrilor liniari ai liniei. Valorile numerice ale coeficientilor capacitivi pentru linia cu faze
split au fost obtinute prin rezolvarea problemei statice pentru ecuatiile Maxwell. S-a demonstrat
ca rezultatele calculelor obtinute pentru o problema test utilizand metoda volumului finit sunt in
concordanta cu datele obtinute prin metoda diametrului echivalent al fazei split, ceea ce face
posibild recomandarea metodei propuse pentru calcularea parametrilor obiectelor cu geometrie
complexd. Rezultatele obtinute au fost prezentate la conferinta "EnexrporexniuHi Ta
KOMITTOTepHI cuctemu: Teopis i nmpaktuka" (ELTECS-2019), 24 -26 iunie, 2019, Odessa, si
publicate in [15].

La rezolvarea ecuatiilor liniei electrice cu mai multe conductori [16] se presupune ca

matricele coeficientilor (matricele de inductantd, capacitate, rezistentd si conductivitatea
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1zolatiei) sunt cunoscute. De obicei valorile coeficientilor a acestor matrice sunt obfinute Tn mod
experimental si se gasesc in literatura de specialitate. Vom prezenta un algoritm care permite
calcularea matricei coeficientilor potentiali in cazul liniei electrice cu mai multe conductori in
mod numeric.

Ecuatiile liniei de transmisie contin matricea de inductantd electrostaticd care permite de a
exprima vectorul Incdrcarii prin vectorul potentialului in fiecare conductor. Metoda pentru
calcularea valorilor exacte ale coeficientilor acestei matrice este propusa in [13]. In acest scop,
este necesar de rezolvat n (numarul de conductori) probleme Dirichlet cu conditiile la limita
cunoscute. In acelasi timp, se propune o metoda numericd pentru calcularea matricei
coeficientilor potentiali, care permite exprimarea vectorului potentialelor prin intermediul
vectorul de Incarcare in fiecare conductor. Pentru a obtine aceste elemente obtinem problema
care diferd de problema Dirichlet clasica pentru ecuatia Laplace. Diferenta constd in inlocuirea
conditiilor Dirichlet printr-o conditie la limitd speciala, care contine o integrald de la functia
necunoscuta. Astfel de probleme se numesc probleme cu conditii la limita nelocale.

Descrierea detaliatd si fundamentarea teoretica a problemei formulate cu conditii de limita
nelocale sunt prezentate in [16]. Existenta si unicitatea solutiei unei astfel de probleme sunt
dovedit si in [17]. Pentru a rezolva numeric problema formulata a fost proiectat si implementat
un algoritm bazat pe ideile metodei volumului finit. Algoritmul corespunzator a fost realizat
folosind mediul de calcul numeric Matlab. Experimentele numerice efectuate au aratat ca pentru
o0 linie electrica aeriana cu valori reale ale parametrilor formulele aproximative pentru

determinarea coeficientilor potentiali dau valori cu o precizie Tnalta.

3.7.4. Referinte bibliografice

1. D., VASILESKA, S.M., GOODNICK. Computational Electronics. Morgan & Claypool
Publishers, 2006. 208 p.
2. EWA, MAJCHRZAK, LUKASZ, TURCHAN. The Finite DifferenceMethod For Transient

Convection Diffusion Problem. Scientific Research of the Institute of Mathematics and

Computer Science, Czestochowa University of Technology, 2012, 1(11), 63-72.

3. H., VERSTEEG, W., MALALASEKRA. An Introduction to Computational Fluid Dynamics:
the Finite Volume Method. Prentice Hall, 2007. 520p.

4. CAMAPCKU, A.A. Teopus pasnocmmuvix cxem. M., Hayxka, 1989.

5. CAMAPCKl/Iﬁ, A.A. O MOHOTOHHBIX Pa3HOCTHBIX CXE€Max [Jsi DIUIUINTUYECKUX U
napaboIMyecKuX ypaBHEHUH B CIydyae HECAaMOCOMPSHKEHHOTO SJUIMITHYECKOrO oreparopa.

K. evruucn. mamem. u mamem. guz. 1965, 5, Ne 3, 548-551.

119


http://en.wikipedia.org/wiki/Finite_Difference_Method

9.

10

11.

12.

13.

14.

15.

13.

14.

15.

. BABUIIIEBUY, T1.H., CAMAPCKHUI, A.A. MOHOTOHHBIE Pa3HOCTHBIE CXEMBI IS 3a7a4

KOHBEKIMH-IU(PPY3Un Ha TPEYTONbHBIX CeTKax, /K. eviuucn. mamem. u mamem. ¢us. 2002,
42, Ne 9, 1368-1382.

KAPETKMHA, H.B. be3ycrnoBHO ycToiuuBas pa3HOCTHas cXeMa ISl TapaOOoIMYecKux
YpaBHEHHIA, CO/IEPKAIINX NIEPBBIC IPOU3BOJHBIE, K. 6biuuct. mamem. u mamem. gu3z. 1980,
20, Ne 1, 236-240.

ITOJISIKOB, C.B. DkcnoHeHIMalbHBIE Pa3HOCTHBIE CXEMBI JJII YpPaBHEHHS] KOHBEKIIMH-
muddysun. Mathematica Montisnigri. Vol. XXVI, 2013, 29-44,

D. L., SCHARFETTER, H.K., GUMMEL. Large-SignalAnalysis of a Silicon Read Diode
Oscillator. IEEE Trans. Electron Devices, vol. ED-16, 1969. 64-77.

. 3BEPEB, B.I', TOJIbJAMH, B.J. Pa3HocTHas cxema s pEHICHUs KOHBEKTUBHO-

T PY3MOHHBIX 337a4u TeIIoMaccooOMeHa. Buiuuciumenvhvie mexnonozuu, 7(6), 2002, 24-
37.

Numerical Methods in Electromagnetics. Special Volume of Handbookof Numerical
Analysis, VOL. XIII. ELSEVIER, Amsterdam, 2005, 912 p.

R, LI, Z, CHEN, W., WU. Generalized Difference Methods for Differential Equations.
Numerical Analysis of Finite Volume Methods. Marcel Dekker Inc., New York-Basel, 2000, 442p.
[II., SPOBOM, II.B., TAIYXWUH, B.M.,TPEILIEB. Ocnossr nonynposodnuxosoii
anekmponuku. Camapa: 13na. "Camapckuit yausepcutet", 2003, 155 c.

S., BALAY, J, BROWN, K., BUSCHELMAN. PETSc Users Manual. Revision 3.4.
Mathematicsand Computer Science Division, Argonne National Laboratory. 2013.

PAUL, CLAYTON, R. Analysis of multiconductor transmissionlines. 2nd Ed. Wiley-IEEE.
Press. 2007.
DEMIRCHYAN, K. S.; KOROVKIN, N. V.; CHECHURIN, V.L. Theoretical foundations of
electrical engineering. SPb: Piter, 2004. 364 p.

PATIUC, V.; RIBACOVA, G.; BERZAN, V. Finite volume method for solving three-
dimensional electric field distribution. Problemele energeticii regionale. Revista stiintifica,
informational-analitica si inginereasca. 2011, 1(15), 31-41. ISSN 1857-0070.
PATIUC, V.; BERZAN, V.; RIBACOVA, G. Mathematical model of a three-phase electric
line with split phases. Problemele energeticii regionale. Revista stiintifica, informational-

analitica si inginereasca. 2019, 1-3(42), 46-61. ISSN 1857-0070.

16. PATIUC, V., Numerical Method for Determining Potential Coefficients Matrix for

Multiconductor Transmission Line, Problems of the regional energetics, 3 (38), 2018, p. 28-
35

17. PATIUC, V.; RIBACOVA, G. On determining coefficients matrices for transmission line

equations. Proceedings IMCS-55. The Fifth Conference of Mathematical Society of the

120



Republic of Moldova, September 28 - October 1 2019, Chisinau, Republic Of Moldova, p.
225-228.

4. Rezumat

Investigatiile 1n cadrul proiectului pot fi grupate in modul urmator:

1. Elaborarea modelelor si metodelor de solutionare a problemelor de optimizare pe
retele si structuri discrete reprezentate prin complexe de relatii multi-are. Au fost studiate
retele de transport de tip multicriterial cu impunerea criteriului de minimizare a timpului maxim
de realizare a solutiei. Au fost extinse cercetdrile pentru obiectivele de tip liniar-fractionar cat si
a datelor de tip ,,fuzzy” si generalizate rezultatele ce tin de proprietatile structurilor discrete prin
definirea unui obiect matematic nou — complexul de relatii multi-are.

S-a analizat modelul multicritereial de tranport cu criteriili fractionare, mai mult, numitorul
fiind identic de tip ,,bottleneck™, criteriu, care a fost inclus si separat iIn model. Pentru
solutionarea acestuia decidentul dispune de doi algoritmi eficienti, unul de tip combinatorial,
realizat pe multimea solutiilor eficiente de baza, cel de-al doilea pe multimea solutiilor de
compromis. Algoritmii propusi se bazeaza pe justificarile teoretice necesare si au fost testati pe
exemple concrete.

Cercetari importante au fost efectuate in legdturd cu examinarea topologiei algebrice a
relatiilor multi-are. Intr-un final s-a conturat o directie noua de cercetare ce tine de studierea unui
obiect nou, numit complex de relatii multi-are, care a constituit nucleul unei directii noi de studiu
— teoria complexelor de relatii multi-are. Printre momentele centrale ale cercetarilor putem
mentiona: elaborarea unui model matematic discret nou, bazat pe notiunea de relatie multi-ara,
ca submulfime a produsului cartezian a unei mulfimi de elemente arbitrare; examinarea
topologiei relatiilor multi-are, prin intermediul structurii discrete, numite complex de relatii
multi-are; examinarea complexului de cuburi abstracte, ca caz special al complexului de relatii
multi-are, si a varietatilor abstracte respective; elaborarea algoritmului eficient pentru
solutionarea problemei medianei pe complexul de cuburi abstracte; generalizarea functiei
Grundy, solutionarea unor jocuri combinatoriale pe complexe de relatii multi-are; solutionarea
definitiva a problemei de divizare/acoperire a unei structuri discrete cu multimi d-convexe (cazul
grafurilor neorientate).

2. Elaborarea algoritmilor paraleli pentru modelarea proceselor decizionale statice si
dinamice si implementarea lor pe sisteme regionale de tip claster. Utilizarea infrastructurii
hard a sistemului regional de calcul performant, in baza clusterului USM, pentru elaborarea
algoritmilor paraleli la modelarea proceselor decizionale in sisteme dinamice. Aplicarea teoriei

controlului Pareto-Nash-Stackelberg (PNS) al sistemelor discrete si continue multicriteriale la
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modelarea proceselor decizionale. S-a examinat utilizarea teoriei jocurilor dinamice pentru
modelarea impactului informational in procese decizionale cu elaborarea algoritmilor paraleli
pentru solutionarea acestor jocuri in strategii informational extinse. A fost elaborat un algoritm
paralel pentru determinarea situatiilor Bayes-Nash de echilibru 1in jocurile bimatriceale pe
multimea strategiilor informational extinse. Pentru acest algoritm a fost estimate complexitatea
de calcul si de transmitere de date. La fel pentru algoritmul elaborate au fost compuse programe
paralele utilizind modelul mixt MPI si OpenMP de programare paraleld si pachetul de calcul
paralel ScaLAPACK. Programele au trecut etapa de testare pe clusterul paralel al USM.

Rezultatele obtinute la studierea diferitor tipuri de jocuri au fost folosite la solutionarea
problemei schimbului valutar, o problema importanta pentru toate domeniile sociale simultan cu
dezvoltarea economica si a infrastructurii, in mod special in cazul tranzactiilor internationale.
Modelarea matematica a acestei probleme de decizie ar putea sa ne ajute sa gdsim solutia optima
in astfel de situatii si de minimalizat pierderile pentru participantii la astfel de tranzactii.

Rezultate interesante au fost obtinute la examinarea jocurilor strategice cu reguli
incdlcate/violate prin scurgeri de informatie — coruptie a simultaneitdtii. Se remarcad cresterea
exponentiala a numdrului de jocuri posibile ce-si au originea in jocul strategic initial si in
modurile de scurgere a informatiei si tipurile de coruptie a regulilor jocului, dar si complexitate
crescanda a principiilor de solutionare aplicabile.

3. Metoda volumului finit la solutionarea problemelor de tip convection-diffusion. in
cadrul proiectului au fost cercetate modelele si metodelor numerice ce tin de ecuatii diferentiale
de tip mixt, pentru ecuatii care pot fi de tip parabolic sau hiperbolic (de tip convectie-difuzie) in
dependenta de valorile coeficientilor. Scopul principal consta in elaborarea schemelor eficiente
de calcul pentru solutionarea numericd a problemelor bidimensionale si tridimensionale
complexe ale fizicii matematice, definite pe domenii multiplu conexe. Utilizdnd conceptul
metodei volumelor finite, au fost elaborate algoritmii eficienti si software-ul corespunzator de
solutionare a problemelor formulate pe calculatoare cu mai multe procesoare.

Ecuatia de tip convectie-difuzie este o combinatie de ecuatii de difuzie si convectie
(advectie), si descrie fenomene fizice in care particulele, energie, sau alte marimi fizice sunt
transferate intr-un sistem fizic din cauza a doud procese: difuzie si convectie. In functie de
context, aceeasi ecuatie poate fi numita ecuatia de tip advectie-difuzie, ecuatie drift-difuzie sau
ecuatia de transport scalar (generic). Pentru probleme legate de ecuatiile de tip convectie-difuzie
este propus un numar mare de scheme cu diferente eficiente pentru reteaua discretd cu celule
dreptunghiulare. Cu toate acestea, in cazul retelelor discrete neregulate astfel de scheme lipsesc.
Prin urmare, a fost efectuatd o analiza comparativa a metodelor existente cu scopul alegerii unei

scheme eficiente din punct de vedere a exactitatii rezultatelor numerice.
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4. Metode si algoritmi paraleli polinomiali de solutionarea a problemelor aplicative de
optimizare pe structuri matematice discrete (anul 2019). Au fost elaborati si implementarti
soft pe sisteme de calcul cu memorie distribuitd de tip claster a algoritmilor paraleli pentru
solutionarea jocurilor bimatriceale. Au fost cercetate modele matematice cu ecuatii diferentiale
de tip mixt pentru ecuatii de tip ,,convection-diffusion”, si determinarea matricelor coeficientilor
pentru ecuatiile liniei electrice cu mai multi conductori in dependenta de valorile coeficientilor.
A fost elaborat un model matematic al liniei electrice de transmisie trifazate cu faze split si
elaborat un algoritm numeric pentru calcularea matricei coeficientilor potentiali in cazul liniei

electrice cu mai multi conductori.

5. Concluzii

Prin cercetarile efectuate au fost amplificate rezultatele teoretico-aplicative ce se referd la
problemele studiate in cadrul proiectului. Aici, in primul rand ne referim la problemele de
optimizare pe retele si structuri discrete reprezentate prin complexe de relatii multi-are
(problemele de amplasare a centrelor de servire, problemele de transport de tip multicriterial,
modelul de transport cu date de tip fuzzy), jocurile informational extinse cu aplicarea metodelor
de studiu bazate pe tehnologiile calculului paralel, construirea si solutionarea modelelor
matematice de control Pareto-Nash-Stackelberg (PNS), problemele complexe ale fizicii
matematice, definite pe domenii multiplu conexe. Rezultatele obtinute contribuie dezvoltarea
fundamentelor teoretice pentru elaborarea metodelor de solutionare a problemelor de optimizare
discretad. Toate investigatiile efectuate in cadrul proiectului au la coagularea unor rezultate
teoretico-aplicative bine conturate. Printre care deja putem mentiona drept cele mai importante:
1. Crearea unei directii noi de cercetare ce consta in fundamentarea teoriei complexelor de relatii

multi-are, prin care se generalizeaza mai multe structuri discrete clasice cunoscute ca grafuri,

hipergrafuri, matroizi, complexe de simplexe, ceea ce a permis, la randul sau, elaborarea
modelelor si metodelor eficiente In vederea aplicarii acestora la solutionarea problemelor de
optimizare discreta;

2. Rezolvarea completd a problemei de acoperire/divizare a unui graf in multimi d-convexe,
folosind rezultatele cu privire la proprietdtile multimilor convexe intr-un complex de ralatii
multi-are;

3. Analiza modelului multicritereial de tranport cu criteriili fractionare, numitorul fiind identic
de tip ,,bottleneck™, criteriu, care a fost inclus si separat in model. Pentru solutionarea acestuia
decidentul dispune de doi algoritmi eficienti, unul de tip combinatorial, realizat pe multimea
solutiilor eficiente de baza, cel de-al doilea pe multimea solutiilor de compromis. Acesta din
urma se bazeaza pe tehnicile fuzzy, este interactiv si in dependentd de aspiratiile decidentului
poate genera noi solutii de compromis;
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4. Verificarea automata software in Sistemul Wolfram Mathematica a confirmat rezultatele
teoretice obtinute anterior si a evidentiat un sir de probleme care se cer a fi rezolvate pentru a
construi un pachet de program in Sistemul Wolfram Mathematica, care ar asigura solutionarea
software a problemelor de teoria jocurilor cu scurgere de informatie;

5. Folosirea rezultatelor obtinute la studierea problemelor decizionale drept baza pentru jocurile
dinamice in grafuri orientate de diverse tipuri, cum ar fi, spre exemplu, jocurile repetate,
jocurile pe retele, jocurile examinate in cadrul teoriei miscarilor a lui Brams etc. Verificarea
automata software in Sistemul Wolfram Mathematica a confirmat rezultatele teoretice
obtinute anterior si a evidentiat un sir de probleme care se cer a fi rezolvate pentru a construi
un pachet de program in Sistemul Wolfram Mathematica, care ar asigura solutionarea
software a problemelor de teoria jocurilor;

6. Elaborarea unei noi metodologii de solutionare a jocurilor bimatriceale in informatie
complecta si perfecta. Petru aceasta se construieste un joc in informatie incomplecta si
imperfecta generat de strategii informational extins, dupa care se determina situatiile Bayes-
Nash de echilibru;

7. Multe probleme decizionale in domeniul economic pot fi solutionate folosind jocurile
bimatriceale. Pentru determinarea situatiilor de echilibru in jocurile bimatriceale a fost
elaborat un algoritm paralele pentru sistemele de calcul paralel de tip DMM claster si
implementat soft utilizand sistemul de calcul Grid Mathematica si modelul de programare
paralela bazat pe functiile MPI;

8. Construirea schemei cu diferente pentru problema de tip convectie-difuzie in cazul
tridimensional. Elaborarea in baza acestei scheme a algoritmului de calcul pentru rezolvarea
numerica a problemei pentru dispozitivul semiconductor (drift-diffusion model). Algoritmul
elaborat a fost adoptat pentru realizarea soft la clasterul USM.

9. Modelul matematic elaborat al liniei electrice cu mai multe conductori cu faze split, face
posibila studierea influentei aranjamentului geometric al firelor asupra parametrilor liniari ai
liniei. Este propus un algoritm pentru determinarea matricelor coeficientilor pentru ecuatiile
liniei electrice cu mai multe conductori, cu ajutorul caruia este posibila studierea influentei

aranjamentului geometric al conductorilor asupra parametrilor capacitivi ai liniei.

6. Participarea in programe si proiecte internationale (ORIZONT 2020, SCOPES,

JOP. IRSIS., NATO., etc.)., inclusiv propunerile prezentate/castigate in cadrul

concursurilor nationale si internationale cu tangenta la tematica cercetarii proiectului

realizat
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1. Project 13.820. 18.05 /2STCU. A/5807 ,, Instrumental support for complex applications
porting to the regional HPC infrastructure”. Proiect international STCU (2013-2014)

2. Project 6341 ,,Decision problems in sustainable development society and algorithms for
solving them based on performance computing”. Proiect international STCU (proiect
prezentat in 2017, necastigat)

3. Proiect ,,Stochastic dynamic models and approaches for solving Markov decision
problems”, Finantat de Academia de Stiinte a Moldovei (2013-2014).

4. Proiect 11.817.08.47A “Modele matematice si metode de solutionare a problemelor de
optimizare si analiza numerica cu aplicatii” (2011-2014).

5. Proiect 13.820.18.02/BA ,,Models and combinatorial methods for solving the scheduling
theory problems and problems on graphs and geometric structures”. Bilateral grant
program Moldova-Belarus (2013-2014).

6. Proiect 15.820.18.02.03/B ,,Elaboration of efficient models and algorithms for solving
optimization problems with applicative character on discrete structures”. Bilateral grant
program Moldova-Belarus (2015-2016).

7. Proiect 12.839.08.03F (Program de Stat) ,,Modele si metode matematice, bazate pe calcul
performant la solutionarea problemelor aplicative” (2012-2013).

8. Pe parcursul anului 2019, colaboratorii proiectului dr. hab., prof. univ. Cataranciuc Sergiu
si dr., conf. univ. Hincu Boris au participat in urmatorul proiect international: PROJECT
GRANT CPEA-LT-2016/10003 ,,Advanced Collaborative Program for Research Based
Education on Risk Management in Industry and Services under Global Economic,
Technological and Environmental Changes: Enhanced Edition”. A fost semnat
documentul necesar pentru continuarea participarii in cadrul acestui proiect pana in anul
2012: Bilateral agreement regarding fulfillment of the project grant CPEA-LT-
2016/10003 ,,Advanced Collaborative Program for Research Based Education on Risk
Management in Industry and Services under Global Economic, Technological and

Environmental Changes: Enhanced Edition” (2019).

Anexa nr. 2

7. Lista publicatiilor stiintifice ce tin de rezultatele obtinute in cadrul

proiectului

Monografii: 3

1. CATARANCIUC, S. Topologia algebrica a relatiilor multi-are. Chisinau, 2015, 228 p.

2. UNGUREANU, V. Pareto-Nash-Stackelberg Game and Control Theory, Springer
International Publishing, 2018, XX1+343 pp.
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3. CATARANCIUC, S., BUZATU, R., TKACENKO, A., HANCU, B., NOVAC, L.,

RIBACOVA, G., PATSYUK, V., CUCU, I. Discrete structures and optimizations problems.
Red. st-c S. CATARANCIUC. Chisinau, 2019, 454 p.

Manuale/ dictionare/ lucrari didactice (nationale): 8

1. HANCU, B.; NOVAC, L. Bazele teoriei jocurilor. Note de curs. Chisinau 2018. 172 pagini.

2. TKACENKO, A. Metodele cercetarilor operationale in fundamentarea deciziilor. Note de

curs. Chisinau, CEP USM, 2018. 145p. ISBN 978 -9975-142-60-1.

HANCU, B.;: NOVAC, L. Bazele teoriei jocurilor dinamice si ierarhice, Note de curs,
Chisinau, 2016, CE USM, 125 p.

NOVAC, L.; CUCU, l. Bazele matematicii discrete si logicii matematice, Partea |, Note de
curs, Chisinau, 2016, CE USM, 131 p.

HANCU, B.; NOVAC, L. Parallel algorithm to find Stackelberg equilibrium profiles, Note
de curs, Saarbrucken, Germany, 2017 Lambert Academic Publishing, 47 p.

BESLIU, V,; PRISACARU, A.; BOLUN, |.; CROITOR, M.; GLOBA, A; HANCU, B.;
NEGARA, C.; BERCU, Ig.; DOLGHIER, C.. Olimpiada Republicana la Informatica.
Editia  2015.  Chisinau, 2015. 75 pagini.  http://edu.gov.md/sites/default/
files/brosolimp2015_final.pdf .

HANCU, B., CALMIS, E. Modele de programare paraleld pe clustere. Partea I.
Programare MPI. Note de curs. Chisindu. CEP USM, 2016. 129 p.

NOVAC, L., CUCU, L., ,,Logica propozitiilor si teoria multimilor”, Note de curs, Chisinau,
2019, CEP USM, 153 p.

Articole din reviste cu factor de impact 0,1 — 0,9: 6

1.

2.

TKACENKO, A. Method of synthesis functions for solving the multi-criteria linear-
fractional transportation problem with “bottleneck” criterion. Journal of Economic
Computation and Economic Cybernetics Studies and Research, I1SI Thomson Reuter Serv.,
ISSUE 1/2019, V.53, Bucuresti, Romania, p. 157-170, (IF: 0.47).

TKACENKO, A. The multi-criteria fractional transportation problem with fuzzy
"bottleneck™ criterion. Journal of Economic Computation and Economic Cybernetics Studies
and Research. ISSUE 3/2016, V.50, 117-134, Bucuresti, Romania, (IF: 0.47).

NOVAC, L., A game theoretic approach for analyzing the currency exchanges and their
risks, ROMAI J., v.12, no.1 (2016), 91-103. (IF: 0.31).

BUZATU, R. Covers of graphs by two convex sets. Studia Universitatis Babes-Bolyali,
Informatica. 2016, Vol. LXI, Nr. 1, p. 5-22. ISSN 2065-9601 (IF: 0.23).
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5. CATARANCIUC, S.; GRIGORIU, N. Algorithmic Approach in Reorientation of
Comparability Graphs. Studia Universitatis Babes-Bolyai. Informatica. vol. LX, nr. 2. Cluj-
Napoca, 2015, p.37-46 (IF: 0.23).

6. BRAGUTA, G.; CATARANCIUC,S. The convexity in the complex of multi-ary relations.
Romai J., v.11, no.2(2015), p.51-62 (IF: 0.31).

Articole din alte reviste editate in striainatate: 2
1. PASA, T.; UNGUREANU, V. Solving the transportation problem with piecewise-linear

concave cost functions on edge flows. Review of the Air Force Academy. — 2017, No. 2 (34),
pp. 49 — 56.

2. TIAIIIOK, B.M.; BEP3AH, B.II.; PBIGAKOBA, TI.A. Marematuueckas MOZICIb
MHOFOHpOBO)IHOfI BHCKTpH‘{eCKOP'I JJUHUKM C MHHUMAJIBHBIMHM JUCCUIIATUBHBIMU U

TUCHepCUOHHBIMU b dektaMu. Enexmpomexuiuni ma komn 'tomepui cucmemu. Qoecca.

2018, 27(103), 8-16. ISSN 2221-3805.

Articole din reviste nationale: 33

— categoria A
1. BERZAN, V.; PATIUC, V.; RIBACOVA, G. Mathematical model of electrical line with

transposition of phase circuits. Problemele energeticii regionale. Revista stiinfificd,
informational-analitica si inginereasca. 2018, 2(37), 1-12. ISSN 1857-0070 Problemele
energeticii regionale.

2. BUZATU, R.; CATARANCIUC, S. On nontrivial covers and partitions of graphs by convex
sets. Computer Science Journal of Moldova. 2018, Vol. 26, Nr.1 (76), p. 3-14. ISSN 1561-
4042.

3. HANCU, B.; GLADEI, A. Parallel algorithm to find Bayes-Nash solution to the bimatrix
informational extended game. Computer Science Journal of Moldova (CSIM). V. 26, n.1(76),
2018. Pages 39-58.

4. UNGUREANU, V. Nash equilibrium set function in dyadic mixed-strategy games.
Computer Science Journal of Moldova. - 2017, Vol. 25, No. 1 (73), pp. 3-20.

5. UNGUREANU, V. Taxonomy of Strategic Games with Information Leaks and Corruption
of Simultaneity. Computer Science Journal of Moldova. - 2016, Vol. 24, No. 1 (70), pp. 83-
105.

6. PATIUC, V..BERZAN, V., RIBACOVA, G. Calculation of the magnetic fields of the
electric power line. Problemele energeticii regionale. Revista stiintificd, informational-
analitica si inginereasca. 2016, 3(32), 15-26. ISSN 1857-0070.
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7.

10.

11.

ITAIIIOK, B.M., BEP3AH, B.Il., PBIBAKOBA, T'.A., AHUCHUMOB, B.K. Pacuer
SJICKTPHUYCCKOI0 IIOJId MW NapaMCTpPOB JIMHUW YIPABIACMBIX CAMOKOMIICHCHUPYIOIIUXCA
BBICOKOBONIGTHBIX JuHHM 110 kB Meromom koneunbix oObeMoB. Problemele energeticii
regionale. Revista stiingifica, informagional-analitica si inginereasca. 2015, 3(29), 32-39.
ISSN 1857-0070.

BERZAN V., PATIUC V., RIBACOVA G., ERMURATSCHII V. Electromagnetic field
calculation for 110 kV power line. Problemele energeticii regionale. Revista stiintifica,
informational-analitica si inginereasca. 2015, 2(28), 7-13. ISSN 1857-0070.

BERZAN, V., PATIUC, V., RIBACOVA, G. Numerical method for calculating non-
stationary processes in the non-homogeneous electric circuit.Direct and reverse problem.
Problemele energeticii  regionale. Revista stiintifica, informational-analitica  si
inginereasca.. 2017, 2(34), 23-35. ISSN 1857-0070.

BUZATU R.; CATARANCIUC S. Nontrivial convex covers of trees. Bulletin of Academy
of Sciences of Republic of Moldova, Mathematics. 2016, Nr. 3 (82), p. 72-81. ISSN: 1024-
7696.

BUZATU, R.; CATARANCIUC, S. Convex graph covers. Computer Science Journal of
Moldova. 2015, Vol. 23, Nr. 3 (69), p. 251-269. ISSN 1561-4042.

— categoria B
PATIUC, V.; BERZAN, V.; RIBACOVA, G. Mathematical model of a three-phase electric

line with split phases. Problemele energeticii regionale. Revista stiingifica, informational-
analitica si inginereasca. 2019, 1-3(42), 46-61. ISSN 1857-0070.

SIT, M.L.; PATIUC, V.; JURAVLIOV, A A.; BURCIU, V.I.; TIMCHENKO, D.V. Control
of Heat Exchanger with Variable Heat Transfer Surface Area. Problemele energeticii
regionale. Revista stiintifica, informational-analitica si inginereasca. 2019, Nr. 1(39), 90-
101. ISSN 1857-0070.

BUZATU, R.; RABEI, C.; ROSCOVAN, M. A mathematical model for optimization of
administrative-territorial organization of the republic of moldova. Studia Universitatis
Moldaviae, Exact and Economic Science. 2018, Nr. 2 (112), p 164-170. ISSN: 2345-1033.
PASA, T.; UNGUREANU, V. Asupra metodei potentialelor pentru problema de transport
degenerata. Studia Universitatis Moldaviae, Seria ,, Stiinte exacte si economice”, nr. 2 (102),
USM, 2017, p. 30-36.

CATARANCIUC, S. Structuri matematice discrete in cercetarile teoretico-aplicative.
Academos, nr. 2(49), 2018, p.26-33.
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6. HANCU, B.; COCIRLA, M.. Approaches for solving bimatrix informational extended games.
Studia Universitatis Moldaviae, seria Stiinte exacte si economice, nr. 7(87), Chisinau 2015. pp. 71-
85.

7. BUZATU, R. Minimum convex cover of special nonoriented graphs. Studia Universitatis
Moldaviae, Exact and Economic Science. 2016, Nr. 2 (92), p. 46-54. ISSN: 2345-1033.

8. CATARANCIUC, S.; GRIGORIU, N. Clase de grafuri stabile in orientarea tranzitiva a
grafurilor. Studia Universitatis Moldaviae, seria Stiinte Exacte si Economice, 2015,
No.2(82), p. 21-30.

9. CATARANCIUC, S.; MACOVEICIUC, E. Location problems on d-convex simple planar
graphs. Studia Universitatis, seria Stiinte Exacte si Economice, 2015, N0.7(87), p.22-30.

10. CATARANCIUC, S. Coerenta elementelor intr-un complex de relatii multi-are. Studia
Universitatis, seria Stiinte Exacte si Economice, 2015, N0.7(87), p.13-21.

11. CATARANCIUC, S.; CIOBANU, M. O mostenire valoroasd lasatad de academicianul Petru
Soltan. Academos, nr. 3(42), 2016, p.150-152.

12. CATARANCIUC, S.; CATARANCIUC, E.; CAPATANA, Gh.; MAXIMILIAN, S. O
modalitate de rezolvare a problemelor de programare dinamica. Studia Universitatis. Seria:

Stiinte exacte si economice. Chisinau, 2016, N 7(97) 2016, pag. 3-15.

Articole in culegeri internationale: 2

1. UNGUREANU, V. Mathematical Theory of Pareto-Nash-Stackelberg Game-Control
Models, Workshop on Applied Optimization Models and Computation, Indian Statistical
Institute, Delhi Centre, January 28-30, 2015, Program and Abstracts, pp. 55-66.

2. UNGUREANU, V. Linear Discrete Optimal and Stackelberg Control Processes with Echoes
and Retroactive Future, CSCS20-2015, 2015 20th International Conference on Control

Systems and Computer Science, May 27-29, 2015, Bucharest, Romania, Editors: loan
Dumitrache, Adina Magda Florea, Florin Pop, Alexandru Dumitrascu, Proceedings, Volume
1, CSCS20 Main Track, pp. 5-9.

Articole in culegeri nationale: 29

1. Buzatu R. On the maximum nontrivial convex cover number of the join of graphs.
Proceedings of the Fifth Conference of the Mathematical Society of the Republic of
Moldova, September 28 — October 1, 2019, Chisinau, Moldova. 183 - 186 p.

2. Berzan, V.; Patsyuk, V.; Ribacova, G.; Ermurachl, I.; Moraru, L. Analytical solutions for
wave process in electrical line with capacitive, inductive and active load. IEEE UKRCON-
2019, Lviv, Ukraine, July 2-6, 2019, Conference Proceedings, 441-447.
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11.

Patiuc, V.; Ribacova, G. On determining coefficients matrices for transmission line
equations. Proceedings IMCS-55. The Fifth Conference of Mathematical Society of the
Republic of Moldova, September 28 - October 1 2019, Chisinau, Republic Of Moldova, p.
225-228

Tkacenko, A. Method for solving fuzzy fractional multi-criteria transportation problem of
“bottleneck” type, Proceeding IMCS-55, the Fifth Conf. of Math. Society of RM,
September 28-October 1, 2019, Chisinau, p.251-255.

Boris Hancu, Emil Cataranciuc. “Parallel algorithm for solving 2D block-cyclic distributed
bimatriceal games”. Proceedings. The 5 th International Conference of Mathematical
Society of the Republic of Moldova, dedicated to the 55th anniversary of the foundation of
Vladimir Andrunachievici Institute of Mathematics and Computer Science "IMCS-55"
September 28 — October 1, 2019, Chisinau, Republic of Moldova. pp. 191-194

BUZATU, R. Formulation of maximum nontrivial convex cover of a graph in terms of
binary linear programming. Proceedings of the 6" International Conference ‘“Mathematical
Modeling, Optimization and Information Technologies”. November 12-16, 2018, Chisinau,
Moldova, p. 48-49.

CATARANCIUC, E.; HANCU, B. Methods of solving two persons perfect informational
games. Proceedings. Conferinta Stiintifica International”’ “Modelare Matematica, Optimizare
si Tehnologii Informationale”. Editia a VI-a, 12 — 16 noiembrie, Chisinau, 2018, Vol. | pp.
54-57.

CATARANCIUC, S.; BRAGUTA, G.. Extreme Points in the Complex of Multy-ary
Relations. Proceedings. Conferinta Stiintifica International’ “Modelare Matematica,
Optimizare si Tehnologii Informationale”. Editia a VI-a, 12 — 16 noiembrie, Chisinau,
2018, Vol. | pp. 44-48.

HANCU, B. Anatolie Gladei Bayes-Nash solution in the perfect information bimatrix
games. Proceedings. Conferinta Stiintifica International” “Modelare Matematica, Optimizare
si Tehnologii Informationale”. Editia a VI-a, 12 — 16 noiembrie, Chisinau, 2018, Vol. |
pp. 127-131.

NOVAC, L. Monte Carlo Simulation For Exchange Risk Approach, MMOTI-2018, Conf.
St. Intern. ,,Modelare Matematica,Optimizare si Tehnologii Informationale” Editia a VI-a
Chisinau, 2018, Academia de Transporturi/ USM, (12-16 oct, 2018), (pag. 156-160).
NOVAC, L. Statistical Methods to Approach the Exchange Rate Risk, MMOTI-2018,
Conferinta St. Intern. ,,Modelare Matematica, Optimizare si Tehnologii Informationale”
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19.

20.

21.

TKACENKO, A. The Fuzzy Multi-Criteria Fractional Transportation Problem of
"Bottleneck™ type. Materialele Conf. Int. Modelare matematicd, optimizare si tehnologii
infotmationale, noiembrie 2018, Editia VI, Chisinau, Evrica, p. 219-224.

TKACENKO, A. Method of synthesis functions for solving the time-constraining fractional
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344.

TKACENKO, A. Fuzzy multicriterial optimizations in transportation problem.
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24. HANCU, B. GLADEI, A. Parallel algorithm to determine the Bayes-Nash solutions in the
bimatrix informational extended games. Proceedings. Conferinta Stiintifica International’
“Modelare Matematica, Optimizare si Tehnologii Informationale”. Editia a V-a, 22 — 25 martie,
Chisinu, 2016, Vol. I pp. 200-216

25. HANCU, B. Parallel algorithm to find the Bayes-Nash solution in the informational extended
game. The 4th Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova, dedicated to the
centenary of Vladimir Andrunachievici (1917-1997). Proceedings CMSM4. June 28 — July 2,
2017, Chisinau, Republic of Moldova. Pages 397-400.

26. BUZATU, R.; CATARANCIUC, S. Cover of a nonoriented graph by nontrivial convex sets.
Proceedings of the 5" International Conference “Mathematical Modeling, Optimization and
Information Technologies”. March 22-25, 2016, Chisinau, Moldova, p. 64-71.

27. BRAGUTA, G.; CATARANCIUC,S. Cortegii extremale intr-un complex de relatii multi-
are. Modelare matematica, optimizare si tehnologii informationale. Conferinta
internationala. Editia V. Proceedings. Chisinau, 22-25 martie, 2016. p. 46-53.

28. CATARANCIUC,S.; GRIGORIU, N. Schimbarea orientdrii tranzitive intr-un graf.
Modelare matematica, optimizare si tehnologii informationale. Conferintd internationala.
Editia V. Proceedings. Chisinau, 22-25 martie, 2016. p. 80-87.

29. BRAGUTA, G.; CATARANCIUC,S. d™-convex functions in the complex of multi-ary
relations. Proceedings of the 4th Conference of Mathematical Society of Moldova
CMSM4°2017, June 28-July 2, 2017, Chisinau, Republic of Moldova, p.373-376.

Rapoarte publicate / Teze ale comunicarilor la congrese, conferinte, simpozioane, in

culegeri: 88

— internationale

132



10.

11.

. BY3ATY, P.,, KATAPAHUYVK, C. O c10KHOCTH BBIYHCIIEHHS MaKCHMaJLHOroO umcia d-

BBIITYKJIOTO TOKPBITHS Tpada. Matepuansl Tpunaamaroro MexnynapogHoro Cemunapa
"luckpetHas Marematuka u e€ [Ipunoxenus". Uronp 17-22, 2019, Mocksa, Poccus.
BUZATU, R., Optimization problems of general convex covering problem of graphs.
Proceedings of the International Conference “Mathematics & Information Technologies:
Research and Education” (MITRE-2019). June 24-26, 2019, Chisinau, Moldova, p. 13.
BUZATU, R., Graph partitioning problems and their applications in socio-economic fields.
Proceedings of the Ninth Congress of Romanian Mathematicians. June 28-July 3, 20109,
Galati, Romania, p. 13.

BRAGUTA, G., CATARANCIUC, S. Median properties in an abstract n-dimensional cubic
complex. International Conference ,,Mathematics & Informational Technologies: Research
and Education (MITRE-2019)”. Chisinau 2019. Abstracts. pp. 18.

CATARANCIUC, E. DMM nparallel algorithm to solve bimatrix games. International
Conference ,,Mathematics & Informational Technologies: Research and Education (MITRE-
2019)”. Chisinau 2019. Abstracts. pp. 17-18.

HANCU B. “Informational extended duopoly games”. International Conference
,Mathematics & Informational Technologies: Research and Education (MITRE-2019)”.
Chisinau 2019. Abstracts. pp. 34-35.

NOVAC, L. A game theoretic approach for analyzing the currency exchange problem, The
Ninth Congress of Romanian Mathematicians, June 28 - July 3, 2019, Galati, Romania, p.
58.

NOVAC, L. Monte Carlo simulation for exchange risk approach, Mathematics and
Information Technologies: Research and Education (MITRE 2019), USM, Chisinau, June
24-26, 2019, p. 51.

Emil Cataranciuc. ,,DMM parallel algorithm to solve bimatrix games”. International
Conference ,,Mathematics & Informational Technologies: Research and Education (MITRE-
2019)”. Chisinau 2019. Abstracts. pp. 17

TKACENKO, A. Multi-criteria fractional transportation problem including the ”bottleneck”
criterion of fuzzy type. Book of Abstract, Int. Conf. MITRE-2019, Satellite conference of
9th Congress of Romanian Mathematicians, Chisinau, RM, USM, June 23-26, 2019, p.61-
62.

TKACENKO, A. The multi-objective fractional transportation model with fuzzy
“bottleneck” criterion. Book of Abstract, The Ninth Congress of Romanian Mathematicians,
June 28 - July 3, 2019, Galati, Romania, p.83-84.

133



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

TKACENKO, A. The “bottleneck” multi-objective fractional transportation problem with
fuzzy criteria, Book of Abstract, The 27-th Conference on Applied and Industrial
Mathematics, September 19-22, 2019, Targoviste, Romania, p. 55-56.

Cucu 1., On generalization of expressibility and completeness in super-intuitionistic logics.
The 27th Conference on Applied and Industrial Mathematics”, CAIM 2019, Targoviste,
Romania, Universitatea Valahia, September 19-22, 2019, 63-64p.

NOVAC, L.; Mathematical models for Risk Management Options, “The 27th Conference on
Applied and Industrial Mathematics”, CAIM 2019, Targoviste, Romania, Universitatea
Valahia, September 19-22, 2019, p.52.

PATIUC, V.; RIBACOVA, G. Numerical approach for calculating magnetic field
parameters of power lines. International conference “Mathematics & Information
Technologies: research and education” (MITRE-2019), Chisindu, June 24-25, 2019.
Abstracts, p. 54

Hancu Boris “Solving 2D block-cyclic distribution bimatriceal games “.The 27th
Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM 2019) . Book of Abstracts.
September 19-22, Targoviste, Romania, 2019. p. 52.

Emil Cataranciuc. “Parallel algorithm to determine the Nash solutions in bimatrix games”
The 27th Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM 2019). Book of
Abstracts. 19-22 September 2019, Targoviste, Romania. p.51.

Boris Hincu. ,,No cooperative static games with informational extended strategies”.
Norwegian-Eurasian workshop on new resilience challenges in ecological-economic
problems at the digital era. Kyiv, Ukraine, September 22-27, 2019.

HANCU, B. Methods of solving perfect informational games. The 26nd Conference on
Applied and Industrial Mathematics (CAIM 2018). Book of Abstracts. September 20-23,
Chisinau, Republica Moldova, 2018. p. 74.

BUZATU, R. A binary linear programming model for minimum convex partition of a graph.
Proceedings of the International summer mathematical school in memorim V. A. Plotnikov.
June 11-16, 2018, Odessa, Ukraine, p. 89.

BUZATU, R. BLP modelling of the convex cover problem of a graph. Proceedings of the
International scientific conference “Modern problems of mathematics and its application in
natural sciences and information technologies”. September 17-19, 2018, Chernivtsi,
Ukraine, p. 124.

BUZATU, R. Improvement of the administrative-territorial structure using mixed integer
linear programming. Proceedings of the 26™ Conference on Applied and Industrial
Mathematics (CAIM-2018). September 20-23, 2018, Chisinau, Moldova, p. 117.

134



23.

24.

25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

CATARANCIUC, E.; HANCU, B. Parallel algorithm to determine the solutions of the
bimatrix informational extended games. The 26nd Conference on Applied and Industrial
Mathematics (CAIM 2018). Book of Abstracts. September 20-23, Chisinau, Republica
Moldova, 2018. p. 70-71.

CATARANCIUC, S.; BRAGUTA, G.. Extreme Points in the Complex of Multy-ary
Relations. The 26-th Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM 2018),
Book of Abstracts, Chisinau, 20-23 September, 2018, p. 86.

NOVAC, L. About the Informational Extended Games and their applications, Teza la conf.
International scientific conference “Modern problems of mathematics and its application in
natural sciences and information technologies”, dedicated to the 50th anniversary of the
Faculty of Mathematics and Informatics, Yuriy Fedkovych Chernivtsi National University,
Faculty of Mathematics and Informatics, Chernivtsi, Ukraine,17-19 September, 2018
pag.129.

NOVAC, L. Monte Carlo simulation for risk approach, Teza la Conf. intern. “The 26th
Conference on Applied and Industrial Mathematics”, CAIM 2018 Chisindau, UTM,
September 20-23, 2018 p. 76.

PATIUC, V. Numerical method for determining potential coefficients matrix for
multiconductor transmission line. The 26-th Conference on Applied and Industrial
Mathematics (CAIM 2018), Book of Abstracts, Chisinau, 20-23 September, 2018, p. 53.
PATIUC, V.; RIBACOVA, G. Comparative analysis of computational schemes for
convection-diffusion equations. Modelare matematicd, optimizare si  tehnologii
informationale. Materialele Conferintei Internationale, Editia a VI-a, Chisinau, 12 — 16
noiembrie, 2018, p.p. 169-170.

PATIUC, V.; RIBACOVA, G. Finite-differences for transmission line equations. In
Computer Algebra Systems in Teaching and Research (CASTR 2017). VI, No 2, Warsaw,
Siedlce, 2018.

TKACENKO, A. The adapted algorithm of Jose A.Diaz for multi-criteria fractional
transportation problem with "bottleneck” criterion. Book of Abstract, The 26™ Conference
of Applied and Industrial Mathematicians, CAIM 2018, September 20-23, 2018, Chisinau,
p. 67-68.

ITAIIIOK, B.M.; BEP3AH, B.Il.; PBIGAKOBA, I'.A. Marematuueckass MO/JICIIb
MHOI‘OHpOBOI[HOfI BHCKTpI/I‘-IeCKOf/i JIMHUH C MHUHHUMAJIbHBIMU JAUCUIIAaTUBHBIMHU )51
nucnepcuoHHbIMU dddektamu. |V Meosicoynapoonas nayuno-mexuuueckas KoHgpepeHyus

«DnekmpomexHuieckue U KOMNbIOMOpHule cucmemvl. meopusi u npaxkmuka», ELTECS-

2018, Onecca, 29 mas-1 urons 2018.

135



32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

UNGUREANU, V. Linear Discrete Optimal and Stackelberg Control Processes with
Echoes and Retroactive Future, CSCS20-2015, 2015 20th International Conference on
Control Systems and Computer Science, May 27-29, 2015, Bucharest, Romania, Editors:
loan Dumitrache, Adina Magda Florea, Florin Pop, Alexandru Dumitrascu, Proceed., p.3.
UNGUREANU, V. Linear Discrete PNS Control Processes with Echoes and Retroactive
Future, Dynamic Approach to Game and Economic Theory, The Hebrew University,
Jerusalem, Israel, Celebrating SERGIU HART'S 65th Birthday, June 21-24, 2015, Abstracts,
p. 39.

UNGUREANU, V. Taxonomy of two-player mxn strategic games with information leaks,
Abstracts of International Conference ,,Mathematics & Information Technologies: Research
and Education” (MITRE-2015), Chisinau: CEP USM, July 2-4, 2015, p. 85.

UNGUREANU, V. Stackelberg Equilibrium Set Computing in Mixed-Strategy Stackelberg
Games, The 23rd Conference on Applied and Industrial Mathematics, CAIM 2015, Suceava,
Romania, September 17-20, 2015, Book of Abstracts, p. 44.

UNGUREANU V. Network Games. The 24-th Conference on Applied and Industrial
Mathematic (CAIM - 2015), Craiova, September 15-18, 2016, Book of Abstracts,
University of Craiova, p. 54.

UNGUREANU, V. Mathematica, Wolfram language and computer-based mathematics, The
24-th Conference on Applied and Industrial Mathematic (CAIM - 2016), Craiova,
September 15-18, 2016, Book of Abstracts, University of Craiova, p. 99-100.
UNGUREANU, V. Games of Matching Embeddings and Strategic Equilibria. The 25th
Conference on Applied and Industrial Mathematics, CAIM - 2017, lasi, Romania,
September 14-17, 2017, Book of Abstracts, p. 76.

TKACENKO, A. The interval method for solving fuzzy multi-criteria fractional
transportation problem. Book of Abstracts, The 23" Conference of Applied and Industrial
Mathematicians, CAIM 2015, September 17-20, 2015, Suceava, Romania, p. 73-74.
TKACENKO, A. lterative solving of fuzzy multi-criteria fractional transportation problem
of "bottleneck" type. Book of Abstracts, The 17" General Meeting of EWM, August 31-
September 04, 2015, Cortona, Italy, p. 45-46.

TKACENKO, A. The fractional transportation problem with fuzzy "bottleneck™ criterion.
Book of Abstracts, The 2016 International Conference on Management and Operations
Research, August 12 - 14, 2016, Beijing, China, p.114-115.

TKACENKO, A. The fractional multi-objective transportation problem with fuzzy time
criterion. Book of  Abstracts, The 24" Conference of Applied and Industrial
Mathematicians, CAIM - 2016, September 15-18, 2016, Craiova, Romania, p. 74-75.

136



43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54,

TKACENKO, A. The “Bottleneck™ Fractional Multi-Criteria Transportation Problem with
Fuzzy type of Parameters. Book of Abstracts, The 25" Conference of Applied and
Industrial Mathematicians, CAIM - 2017, September 14-17, 2017, lasi, Romania, p.54 - 55.
TKACENKO, A. Iterative method for solving the multi-criteria fractional transportation
problem of "bottleneck” type with fuzzy cost coefficients. Book of Abstracts, The 18th
EWM General Meeting, September 3-7, 2018, Graz, Austria, p. 56-57.

BERZAN, V., PATIUC, V., RIBACOVA, G., SAVIN, I. Electromagnetic Field Calculation
for 110 KV Power Line. 13" Edition of WEC Central & Eastern Europe Energy Forum -
FOREN 2016, Costinesti, Romania, 12-16 June 2016, Abstracts

PATIUC, V., SPRINCEAN, G.A comparison of some numerical methods for semiconductor
device problem.The 25-th Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM -
2017), Book of Abstracts, Iasi, Romania, 14-17 September, 2017 p. 54

PATIUC, V., RIBACOVA, G.Finite-differences for convection-diffusion equation.The 25-th
Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM - 2017), Book of Abstracts, Iasi,
Romania, 14-17 September, 2017, p. 26

NOVAC, L. Models and methods for measurement of Exchange Rate Risk, The 23rd
Conference on Applied And Industrial Mathematics, CAIM-2015, Suceava, Romania,
(Septembrie 17-20, 2015), Abstracts, p.41.

NOVAC, L. Informational Extended Games and Applications, The 24th Conference on
Applied And Industrial Mathematics, CAIM-2016, Craiova, Romania, (Septembrie 15-18,
2016), Abstracts.

NOVAC, L. Exchange rate risk, simulation and statistical analysis, Teza la conf. intern.
CAIM-2017 “The 25th Conference on Applied and Industrial Mathematics” lasi, Romania,
14-17 Sept, 2017, p.52

NOVAC, L. Application of the Informational Extended Games for decision-making
problems. Int. conf. SING 13 ,, The 13th meeting on Game Theory (SING 13)”. LAMSADE
Univ. Paris-Dauphine, Paris, France, July, 2017, p. 23

BUZATU, R. Algorithms for determining nontrivial convex covers of graphs. Proceedings
of the 25" Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM-2017). September 14-
17,2017, lasi, Romania, p. 49-50.

BUZATU, R. Convex covers of undirected graph. Proceedings of the 22" Conference on
Applied and Industrial Mathematics (CAIM-2014), September 18-21, 2014, Bacau,
Romania, p. 47-48.

BUZATU, R. Nontrivial convex 2-covers of simple connected graphs. Proceedings of the
234 Conference on Applied and Industrial Mathematics (CAIM-2015). September 17-20,
2015, Suceava, Romania, p. 36-37.

137



55. BUZATU, R. Nontrivial convex cover of a tree. Proceedings of the 24™ Conference on
Applied and Industrial Mathematics (CAIM-2016). September 15-18, 2016, Craiova,
Romania, p. 82.

56. CATARANCIUC, S. The « —stable sets in a complex of multi-ary relations. The 23"
conference on applied and industrial mathematics. CAIM - 2015, September 17-20, 2015.
Suceava, p.64-65.

— nationale

1. TKACENKO, A. The Fuzzy Fractional Multi-objective Transportation Problem. Book of
Abstract, Conf. MITI-2018, on Math.,Inf. and Information Technologies dedicated to the
Illustrious Scientist Valentin Belousov, Alecu Russo Balti State University, April 19-21,
2018, pp.124.

2. BUZATU, R. Partitioning a graph into convex sets. Some applications. Proceedings of the
Annual Conference of the Romanian Mathematical Society. May 25-26, 2018, Corabia,
Romania.

3. CUCU, I. Completitudinea parametrici pentru logica algebrei pseudo-Booleene cu 5
elemente. Conferinta a XXII-a a Societatii de Stiinte Matematice din Roméania, Sectiunea
Cercetare. Colegiul National A. I. Cuza din or. Corabia, Romania, 25 - 26 mai 2018.

4. NOVAC, L. Applied aspects of the informational extended Games, Teza la conf. intern.
SSMR 2018, The XXth Annual Conference of the Romanian Mathematical Society (dedicata
aniversarii a 145 de ani de la nasterea lui Gheoghe Titeica si a 125 de ani de la nasterea lui
Petre Sergescu), Colegiului National "Al. I. Cuza", Corabia, Romania, 25-26 Mali, 2018.

5. NOVAC, L. Models of informational extended games and their applications, Teza la conf.
intern. RISMAA-2018, Romanian Itinerant Seminar on Mathematical Analysis and its
Applications (Seminarului Itinerant Roménesc de Analizd Matematica si Aplicatii),
Universitatea Babes-Bolyai, Cluj-Napoca, Romania, 20-21 Aprilie 2018, p.6.

6. UNGUREANU, V. Strategic games, information leaks, corruption, and solution principles,
The Eight Congress of Romanian Mathematicians, lasi, Romania, June 26 — July 1, 2015,
Programme and Abstract Book, p. 93.

7. UNGUREANU, V. Principles, Concepts and Programming Paradigms of the Wolfram
Language. Abstracts of International Conference ,,Mathematics & Information Technologies:
Research and Education” (MITRE-2016), Chisinau: CEP USM, June 24-26, 2016, p. 91.

8. UNGUREANU, V. Matrix Games on Digraphs. Abstracts of International Conference
,Mathematics & Information Technologies: Research and Education” (MITRE-2016),
Chisinau: CEP USM, June 24-26, 2016, p. 68.

138



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

PASA, T.; UNGUREANU, V. Solving the transportation problem with piecewise-linear
concave cost functions on edge flows. A 20-a Conferinta a Societatii de Probabilitati si
Statisticd din Romaéania, Academia Fortelor Aeriene ,,Henri Coanda”, Departamentul de
Stiinte Fundamentale si Management, Bragsov, Romania, 28-29 apr. 2017, Edit. ASE, p. 37.
TKACENKO, A. The parametric method for solving fuzzy multi-criteria transportation
problem of “bottleneck ” type. Book of Abstracts, Int. Conference MITRE (Math. &Inf.
Technologies: Research and Education, July 02-05, 2015, Chisinau, p.81-82.

TKACENKO, A. The multi-criteria fractional transportation problem with fuzzy
"bottleneck" criterion. Book of Abstract, Int. Conf. MITRE-2016, dedicated to the 70"
Anniversary of Moldova State University, June 23-26, 2016, Chisinau, p.66-67.
TKACENKO, A. The fractional multi-objective transportation problem of fuzzy type. Book
of Abstracts, The VII'" Congress of Romanian Mathematicians, June 26-Yuly 01, 2015, lasi,
Romania, p.92-93.

PATIUC, V. Image segmentation using the finite difference method. International conference
“Mathematics & Information Technologies: research and education” (MITRE-2015),
Chisinau, July 2-4, 2015. Abstracts. p. 66-67

PATIUC, V., RIBACOVA, G. Comparative analysis of difference schemes for convection-
diffusion equations./nternational conference “Mathematics & Information Technologies:
research and education” (MITRE-2015), Chisinau, July 2-4, 2015. Abstracts. p. 67-68
PATIUC, V., RIBACOVA, G. Application of FDTD method and characteristic difference
scheme for solving telegraph equations.international conference ‘“Mathematics &
Information Technologies: research and education” (MITRE-2016), Chisinau, June 23-26,
2016. Abstracts. p. 50

NOVAC, L. Approach of the currency Exchange risk, The Eighth Congress of Romanian
Mathematicians, Iasi, Romania, June 26 -July 1, 2015, p.119

NOVAC, L. Methods for measurement of of Exchange rate risk, Mathematics and
Information Technologies: Research and Education (MITRE - 2015), USM, Chisinau, July 2-
5, 2015, p. 63, ISBN: 978-9975-71-678-9

NOVAC, L. Applications of the Informational Extended Games, Mathematics and
Information Technologies: Research and Education (MITRE - 2016), USM, Chisinau, June
23-26, 2016, p. 48-49.

Hancu Boris. “Bayes-Nash solution in the bimatrix informational extended game”.
International Conference ,,Mathematics & Informational Technologies: Research and
Education(MITRE-2015)”. Chisinau 2015. Abstracts. pp. 47-48.

139



20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

Hancu Boris. “Parallel SMM-DMM algorithm to solve the bimatrix informational extended
game”. International Conference ,,Mathematics & Informational Technologies: Research
and Education(MITRE-2016)”. Chisinau 2016. Abstracts. pp. 36.

BUZATU, R. Convex 2-covers of nonoriented graphs. Proceedings of the International
Conference ,,Integration through Research and Innovation”. November 10-11, 2015,
Chisinau, Moldova, p. 177-180.

BUZATU, R. Formulation of maximum nontrivial convex cover of a graph in terms of
binary linear programming. Proceedings of the 61 International Conference “Mathematical
Modeling, Optimization and Information Technologies”. November 12-16, 2018, Chisinau,
Moldova, p. 48-49.

BUZATU, R. Maximum nontrivial convex cover of a tree. Proceedings of the Fourth
Conference of Mathematical Society of the Republic of Moldova. June 28-July 2, 2017,
Chisinau, Moldova, p. 365-368.

BUZATU, R. Nontrivial convex partition of a tree. Proceedings of the International
Conference “Mathematics & Information Technologies: Research and Education” (MITRE —
2016). June 23-26, 2016, Chisinau, Moldova, p. 12-13.

BUZATU, R. NP-completeness of graph convex cover problems. Proceedings of the
International Conference “Mathematics & Information Technologies: Research and
Education” (MITRE — 2015). July 2-5, 2015, Chisinau, Republic of Moldova, p. 13.
BUZATU, R. Partitioning a graph into convex sets. Some applications. Proceedings of the
Annual Conference of the Romanian Mathematical Society. May 25-26, 2018, Corabia,
Romania.

BUZATU, R.; CATARANCIUC, S. Minimum convex covers of some graph operations.
Proceedings of the Annual Conference of the Romanian Mathematical Society. May 19-22,
2016, Baia Mare, Romania, p. 18-19.

BRAGUTA, G.; CATARANCIUC, S. The convexity in the complex of multi-ary relations.
Mathematics & Information Technologies: Research and Education, International
Conference MITRE-2015, Chiginau, 2015, July 2-5, p.11.

CATARANCIUC, S. The «a-stable complex of multi-ary relations. Mathematics &
Information Technologies: Research and Education, International Conference MITRE-2015,
Chisinau, 2015, July 2-5, p.19-20.

Anexanr. 3
8. Fisa de prezentare a rezultatelor proiectului de cercetare
Sumarul activitatilor proiectului realizate
Activitati planificate Activitati realizate si rezultate noi obtinute
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Solutionarea problemelor de
optimizare pe retele §i structuri
discrete reprezentate prin complexe

de relatii multi-are.

Elaborarea algoritmilor paraleli

pentru modelarea proceselor

dinamice Si

pe

decizionale

implementarea  lor sisteme

regionale de tip claster.
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in cadrul proiectului (150 de cuvinte)

Au fost obtinute rezultate noi ce tin de
acoperirea/divizarea grafului in multimi d-
convexe netriviale si fost demonstrata NP-
completitudinea problemei generale de
acoperire si a unor variatii ale acesteia.
Cercetarile legate de estimarea numarului
maxim de divizare d-convexa netriviala a
unui arbore au permis stabilirea conditiilor
suficiente

necesare sl de existentd a

divizarilor d-convexe netriviale pentru

arbori. Rezultatele obtinute sunt importante
rolului studiate in

datorita problemei

dezvoltarea teoriei complexitatii
algoritmilor, solutionarea problemelor de
optimizare discreta. Determinarea
caracteristicilor numerice in cazul problemei
de acoperire/divizare a grafurilor cu multimi
elaborarea

d-convexe  si algoritmilor

de

mentionate pentru unele clase de grafuri cu

polinomiali estimare a numerelor

structura arborescenta.

Au fost obtinute rezultate interesante la
examinarea jocurilor strategice cu reguli
incalcate/violate prin scurgeri de informatie
— coruptie a simultaneitatii. Se remarca
cresterea exponentiald a numarului de jocuri
posibile ce-si au originea in jocul strategic
initial s1 In modurile de scurgere a
informatiei si tipurile de coruptie a regulilor
jocului, dar si complexitate crescandd a
principiilor de solutionare aplicabile.

A fost elaborat un algoritm paralel
pentru determinarea situatiilor Bayes-Nash

de echilibru in jocurile bimatriceale pe



5.

Studierea problemei riscurilor in
problema schimbului valutar prin
descrierea  modelului  matematic

bazat pe teoria jocurilor

Elaborarea schemelor eficiente de
calcul pentru solutionarea numerica
a problemelor bidimensionale si
tridimensionale complexe ale fizicii
matematice, definite pe domenii

multiplu conexe.

Perfectarea metodelor de solutionare

a problemelor de optimizare
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multimea strategiilor informational extinse.
Pentru acest algoritm a fost estimate
complexitatea de calcul si de transmitere de
date.

Pentru studierea riscului in operatiunile
de schimb valutar s-a elaborat modelul
matematic sub forma unui joc. In baza
modelului se pot face calcule pentru a
determina care pot fi pierderile pentru
fiecare participant, utilizdnd algoritmul
Backtracking. Au fost analizate cateva
exemple de joc, precum si rezultatele
posibile ale jocurilor. Au fost stabilite
anumite relafii de dependentd dintre
diferentele de rate la fiecare modificare
inregistratd si tranzactiile efectuate din
sistemul bancar.

Cercetarile efectuate sunt importante, in
primul rand, prin posibilitatea aplicabilitatii
acestora in sistemul bancar.

Utilizand conceptul metodei volumelor
finite, au fost elaborati algoritmi eficienti si
software-ul corespunzator de solutionare a
problemelor formulate pe calculatoare cu
mai multe procesoare. In acest scop s-a
folosit clasterul de la USM. Algoritmul
obtinut este implementat ca un program in
limbajul Fortran utilizdnd pachetul software
specializat PETSC. Elaborarea unui model
matematic al liniei electrice de transmisie
trifazate cu faze split si elaborarea unui
algoritm numeric pentru calcularea matricei
coeficientilor potentiali in cazul liniei
electrice cu mai multe conductori.

In studiul realizat s-a analizat modelul

multicritereial de tranport cu criteriili



multicriteriala de tip transport.

6 Descrierea metodelor de solutionarea
a  problemelor aplicative de

optimizare pe structuri matematice §i

elaborarea algoritmilor de
complexitate ~ polinomiala  prin
utilizarea elementelor de calcul

paralel (anul 2019).

fractionare, mai mult, numitorul fiind identic
de tip ,bottleneck”, criteriu, care a fost
inclus s1  separat in model. Pentru
solutionarea acestuia decidentul dispune de
doi algoritmi unul de

eficienti, tip

combinatorial,  realizat multimea

pe
solutiilor eficiente de baza, cel de-al doilea
pe multimea solutiilor de compromis.

A fost realizat un studiu teoretic si
practic al modalitdtilot de paralelizare la
nivel de date si operatii pentru determinarea
solutiilor in jocurile bimatriceale. Pentru
determinarea situatiilor de echilibru in
jocurile bimatriceale a fost elaborat un
algoritm paralele pentru sistemele de tip
DMM claster si implementat soft folosind
modelul de programare paralela MPI si
sistemul de calcul Grid Mathematica.

Cercetarea modelelor matematice cu
ecuatii diferentiale de tip mixt pentru ecuatii
de tip ,,convection-diffusion”, Si
determinarea matricelor coeficientilor pentru
multe

ecuatiile liniei electrice cu mai

conductori in dependenta de valorile

coeficientilo.

Relevanta rezultatelor stiintifice obtinute (pana la 200 de cuvinte).

Toate rezultatele obtinute in perioada 2015-2019 sunt noi si le completeaza pe cele

anterioare, care apartin colaboratorilor proiectului sau altor matematicieni din lume.

Rezultatele sunt publicate in reviste de specialitate sau sunt pregatite spre editare. Valoarea

lor este incontestabila atdt din punct de vedere teoretic, cat si din punct de vedere al

aplicatiilor acestora la solutionarea problemelor practice concrete, fapt realizat in cadrul

proiectului. Cercetarile efectuate sunt importante pentru structurile socio-economice interesate

de eficentizarea procesele de luare a deciziilor, colaboratorii stiintifici care vor sa extinda utilizarea

sistemelor de calcul paralel la rezolvarea diferitor clase de probleme cu un volul mare de calcul,

cadrele didactice din universitati In procesul de pregatire al specialistilor, capabili de a utiliza
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metodele matematicii moderne in studierea eficientei diferitor sisteme si procese social-economice.
La fel rezultatele obtinute pot fi utilizate si in procesul educational : studiul de masterat si
doctorat

Rezultatele de baza au fost raportate la diverse conferinte de rang national si international, fiind

inalt apreciate de catre specialistii Tn domeniu.

Au fost editate 3 monografii, dintre care una la editura Springer. Ambele monografii au
fost apreciate in cercul specialistilor prin valoarea teoretico-aplicative a investigatiilor.

De problemele examinate in cadrul proiectului sunt interesati specialisti din mai multe

tari: Romania, Franta, Germania, Ucraina, Rusia etc.
I1l. Volumul total al finantarii

Finantarea planificata 1297,1 (mii lei) Executata 1297,1 (mii lei)

IV. Volumul cofinantarii (mii lei)
353,3 (mii lei)

V. Lista colaborarilor initiate in cadrul proiectului

In cadrul proiectului au fost initiate colaborari cu cercetitori din diferite centre stiintifice din
tard si peste hotare care sunt preocupati de solutionarea unor probleme similare. Astazi se
mentin legaturi de colaborare cu centre de cercetare:
1. Institutul de Matematica si Informatica din Republica Moldova (in persoana dlui dr.
hab. Lozovanu Dumitru si a dnei dr. Naval Elvira)
2. Universitatea “Vasile Alecsandri din Bacau”, Romania (in persoana dlui prof. univ.
Talmaciu Mihai)
3. Universitatea mediterana din Marsilia, Franta (in persoana dlui prof. univ. Cepoi
Victor)
4. Universitatea din or. Troy, SUA (in persoana dlui prof. Voloshin Vitaly)
5. Institutul de Matematica a Academiei Nationale din Belorusia (in persoana dlui dr.
hab. Lepin Victor)
6. Universitatea de Stat din Belarus (in persoana dlui dr. hab. Cotov Vladimir)
7. Universitatea “Taras Sevcenco”, Kiev (in persoana dlui dr, hab. Zaslavsriy
Vladimir).

VI. Lista evenimentelor organizate / la care s-a participat in cadrul proiectului
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VII.

1. Conferinta stiintifica internationala “Modelare matematica, optimizare si tehnologii

informationale”, Editia VI, 12-16 noiembrie, 2018, Chisindu, USM

2. Scoala studenteasca de Modele si Metode Matematice in Management si Transport.

Norwegian-Moldavian-Georgian-Ukrainian School "Contemporary Risk Management"

and “Optimization methods for motor transportation problems”. 12 - 23 November,
2018. Chisinau, Moldova

3. Norwegian-Eurasian workshop on new resilience challenges in ecological-economic

problems at the digital era. Kyiv, Ukraine, September 22-27, 2019

4. Tn anul 2019 colaboratorii proiectului (S. Cataranciuc, B. Hancu, L. Novac, A.

Tkacenko) au participat la organizarea conferintei stiintifice MITRE-2019, in calitate

de membri ai Comitetului Organizatoric si membri ai Comitetului de Program.

Lista de mobilitati efectuate in cadrul proiectelor (pentru ultimul an)
Nr. Numele, Tara, denumirea Scopul vizitei, contributia la realizarea Termenul
d/o | prenumele, gradul organizatiei vizitate activitatilor din cadrul proiectului (de deplasarii
si titlul stiintific, indicat proiectul);
anul nasterii contributia la realizarea activitatilor din
cadrul organizatiei

1. | Buzatu Radu, dr., Univ. de Nord, Participare la conferinta stiintifica Septembrie,

lector univ. Baia-Mare, internationala 2015
Romania

2. | Cataranciuc Univ. St. Cel Mare, Participare la conferinta stiintifica Septembrie,
Sergiu, dr. hab., Suceava, Roméania internationala CAIM - 2015 2015
prof. univ.

3. | Cucu lon, dr., | Univ. St. Cel Mare, Participare la conferinta stiintifica Septembrie,
lector univ. Suceava, Romania internationala CAIM - 2015 2015

4. | Hancu Boris, dr., | Univ. St. Cel Mare, Participare la conferinta stiintifica Septembrie,
lector univ. Suceava, Romania internationala CAIM - 2015 2015

5. | Novac Ludmila, Univ. din Craiova, Participare la conferinta stiintifica Septembrie,
dr., conf. univ. Romania internationala CAIM - 2016 2016

6. | Cataranciuc Univ. Transilvania, | Rapoarte stiintifice. Stabilirea relatiilor | Decembrie,
Sergiu, dr. hab., Acad. Fortelor de colaborare, pregatirea unui proiect 2016
prof. univ. Aeriene, Brasov, comun de cercetare

Romania
7. | Braguta Galina, | Academia Fortelor Raport stiintific la conferinta Mai, 2017
doctorand Aeriene, Brasov, internationala

Romania
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8. | Tkacenko Univ. Al. I. Cuza, Participare la conferinta stiintifica Septembrie,
Alexandra, dr., Iasi, Romania internationala CAIM - 2017 2017
conf. univ.

9. | Braguta Galina, | Univ. Al. I. Cuza, Participare la conferinta stiintifica Septembrie,

doctorand Iasi, Romania internationala CAIM - 2017 2017

10. | Cataranciuc Univ. M.V. Participarea la seminarul catedrei Decembrie,
Sergiu, dr. hab., Lomonosov, dematematica discreta. Stabilirea 2017
prof. univ. Moscova, Rusia legaturilor de colaborare

11. | Cataranciuc Univ. Vasile Participarea cu un raport la conferinta
Sergiu, dr. hab., Alecsandri, Bacau, stiintifica organizata de facultatea de martie,
prof. univ. Romaénia stiinte reale. Stabilirea colaborarii 2018

reciproce si pregatirea unor lucrari in
comun.

12. | Novac Ludmila, Corabia, Romania, | Conferinta anuala a  societatii | mai, 2018.
dr., conf. univ. universitate matematicienilor romani

13. | Novac Ludmila, Italia, Roma, Training in scopul inregistrarii video a linie 2018
dr., conf. univ. UNIVERSITA' prezentarilor pentru disciplina ,,Securitatea

TELEMATICA Sistemelor Informatice”
INTERNAZIONALE
UNINETTUNO
Faculty of Engineering

14. | Buzatu Radu, dr., | Yuriy Fedkovych Conferinta internationald “Modern

lector univ. Chernivtsi National problems of mathematics and its septembrie,
University application in natural sciences and 2018
information technologies”

15. | Novac Ludmila, Yuriy Fedkovych Conferinta internationala “Modern
dr., conf. univ. Chernivtsi National problems of mathematics and its septembrie,

University application in natural sciences and 2018
information technologies”

16. | Buzatu Radu, dr., Polonia, Prezentarea rezultatelor stiintifice printr-
lector univ. Universitatea un ciclu de lectii in fata studentilor si octombrie,

Politehnica din cadrelor didactice (activitati in cadrul 2018
Biatystok programului Erasmus)

17. | Cataranciuc Univ. Vasile Pregatirea unei monografii comune cu DI
Sergiu, dr. hab., Alecsandri, Bacau, Prof. Talmaciu Mihai. Rapoarte la decembrie,
prof. univ. Roménia seminarul departamentului, discutii, 2018

perfectari ale primelor douad capitole
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VIIIl. Informatii despre infrastructura utilizata in realizarea proiectului

5 cabinete de lucru inzestrate cu mobilier si tehnica da calcul necesara — 9 calculatoare de
tip notebook. Deasemenea la dispozitie am avut supercalculatorul de tip claster din dotarea

facultatii in urmatoarea configuratie:

1 server HP ProLiant DL380 G5; 2 servere HP ProLiant DL385G1;1 server HP ProLiant DL385G1; 12
noduri HP ProLiant DL145R02, Storage HP SmartArray 6402, Switch HP ProCurve 2650 (48 ports); 4 HP
ProLiant DL140 G3 servers with total 28 CPU cores, 82 GB RAM, 4x0,5 TB HDD. CPU ( 3 QuadCore Intel
Xeon E5310, 1600 Mhz, 2 QuadCore Intel Xeon E5335, 2000 Mhz, 2 QuadCore Intel Xeon E5345, 2333
Mhz); 4 Intel Server Systems SR1530CL cu 32 CPU nuclee, 64 GB RAM, 4x1 TB HDD. CPU( 6 QuadCore
Intel Xeon E5310, 1600 Mhz, 2 QuadCore Intel Xeon E5345, 2333 Mhz); 1 Supermicro Server 6024H,
2xDual Core Intel Xeon 3000 Mhx, 4 GB RAM, 5x0,5 Tb HDD; 6 servere ProxMox 3.4 Hypervisors (44 CPU
Cores, 114 Gb RAM, 4 Thb storage are used for: IMI-RENAM Grid-site (38 vCPU, 35 Gb RAM, 2 Th storage);
Virtual Machines IMI-RENAM Services: Web-conference (with Big Blue Button software); Mail and
Owncloud; WWW hosting; Service Desk; Monitoring system; DNS; 2 servers with Nebula and Openstack (16
CPU Cores) used for Private Scientific clouds.

La elaborarea si implementarea soft-ului necesar au fost utilizate complilatoarele Open
sourse ale limbajelor de proggramare C++, sistemele de functii standartizate MPI(Mesage
Passing Interface), sitemul de directive OpenMP(Open Multiprocessing) pentru
programarea paralela pe sisnteme de calcul mixte cu memorie distribuita si partajata si

sistemul de calcul Wolframe Grid Matematica .

IX. Dificultdti/ impedimente aparute pe parcursul realizarii proiectului

Nu au aparut pe parcursul realizarii proiectului

X. Beneficiarul (ministere, institutii de stat sau private, intreprinderi etc.)

Directorul proiectului CATARANCIUC Sergiu, dr. hab., prof. univ.

Directorul executiv al proiectului  HINCU Boris, dr. conf. univ. _

a) Ministerul Educatiei, Culturii si Cercetarii.

b) Institutul de Matematica si Informatica.

c) Universitati (pentru a pregati specialisti in domeniul cercetarilor matematice si
aplicatiilor acestora in solutionarea problemelor practice.

d) Ministerul Economiei si Infrastructurii.

e) Indreprinderi de Stat si private din sfera de producere.

(nume, prenume, grad, titlu stiintific) (semnatura)

(nume, prenume, grad, titlu stiintific) (semnatura)

Secretar stiintific COJOCARU Ludmila, dr. conf. univ.

(nume, prenume, grad, titlu stiintific) (semnatura
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