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2. Obiectivele și sarcinile proiectului   
 

Obiectivele și sarcinile proiectului sunt determinate de cele 3 direcţii de cercetare 

înrudite ce țin de domeniul optimizării discrete, formulate la depunerea proiectului spre 

realizare: 

1. Soluționarea problemelor de optimizare pe rețele și structuri discrete reprezentate 

prin complexe de relații multi-are.  

Studierea proprietăţile complexului de relaţii multi-are cu grupurile de omologii neizomorfe 

cu zero, nestudiate până în prezent în literatura de specialitate. Elaborarea metodelor de 

soluţionare a problemelor de amplasare cu ponderi speciale, definite pe elementele complexului.  

Construirea și analiza teoretică a modelului de transport de tip multicriterial pe rețele cu 

impunerea criteriului de minimizare a timpului maxim de realizare a soluției. Elaborarea 

metodelor de soluționare, în cazul modelului obținut, cu justificarea teoretică a acestora și 

evidențierea tipurilor de soluții. Prezintă interes modelul pentru datele de tip fuzzy şi pentru 

criteriile de tip liniar-fracționar. 

2. Elaborarea algoritmilor paraleli pentru modelarea proceselor decizionale dinamice si 

implementarea lor pe sisteme regionale de tip claster. 

Investigarea rolului informației si modului de informare a jucătorilor, care participă la 

diferite procese dinamice de luare a deciziilor, prin utilizarea instrumentelor  matematice ale 

teoriei jocurilor si modelarea procesele de luare a deciziilor în funcție de gradul de informare a 

decidenților. Construirea modelelor matematice de control Pareto-Nash-Stackelberg (PNS) 

discrete și continue și formularea problemelor de control PNS, precum şi stabilirea condițiilor de 

existență a soluțiilor. Cercetarea proprietăților mulțimilor de soluții. Construirea și analiza 

numerică a algoritmilor paraleli pentru soluționarea jocurilor dinamice informațional extinse. 

3. Metoda volumului finit la soluționarea problemelor de tip convection-diffusion. 

Elaborarea produselor software pentru soluţionarea numerică a problemelor complexe ale 

fizicii matematice, definite pe domenii multiplu conexe.  

Aplicarea la soluționarea problemelor menționate a metodei volumelor finite care reprezintă, 

la rândul său, o generalizare a metodei diferenţelor finite pentru cazul reţelelor neregulate. 

Examinarea unor sisteme de ecuaţii algebrice lineare de dimensiuni mari (zeci şi sute de mii 

de ecuaţii) în cazul problemelor complexe ale fizicii matematice, definite pe domenii multiplu 

conexe, cu elaborarea unor algoritmi specifici calculului paralel pe sisteme cu mai multe 

procesoare. Utilizarea în acest scop a supercalculatorului de tip cluster din cadrul USM. 

Cercetarea modelelor matematice cu ecuaţii diferenţiale de tip mixt pentru ecuaţii de tip 

„convection-diffusion”, si determinarea matricelor coeficienților pentru ecuațiile liniei electrice 

cu mai mulți conductori. 
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4. Descrierea metodelor de soluționarea a problemelor aplicative de optimizare pe 

structuri matematice și elaborarea algoritmilor de complexitate polinomială prin 

utilizarea elementelor de calcul paralel (anul 2019).  Elaborarea și implementarea soft pe 

sisteme de calcul cu memorie distribuită de tip claster a algoritmilor paraleli pentru 

soluționarea jocurilor bimatriceale. Cercetarea modelelor matematice cu ecuaţii diferenţiale 

de tip mixt pentru ecuaţii de tip „convection-diffusion”, si determinarea matricelor 

coeficienților pentru ecuațiile liniei electrice cu mai multe conductori în dependenţa de 

valorile coeficienţilor; 

3. Rezultatele ştiinţifice ale cercetărilor efectuate în cadrul proiectului    

3.1. PROBLEME DE AMPLASARE PE COMPLEXE DE RELAȚII MULTI-ARE  

Definirea relaţiilor multi-are pe produsul cartezian al unei mulţimi de elemente X permite 

generalizarea unor rezultate deja cunoscute [1] şi este mai firească din punct de vedere teoretico-

aplicativ. Noţiunea de complex generalizat de relaţii multi-are asupra unei mulţimi arbitrare de 

elemente a fost pentru prima dată prezentată în lucrarea [2], construind ulterior grupurile de 

omologii peste grupul numerelor întregi. 

Acest complex generalizează mai multe noţiuni clasice, printre care şi noţiunea de graf 

orientat şi finit, definit cu ajutorul relaţiilor binare [3], însă lipsit de bucle, chestiune care, 

precum demonstrează aplicaţiile, nicidecum nu poate fi neglijată [4]. Complexul definit în 

lucrarea [1] este o structură discretă, finită şi fără bucle care necesită examinări suplimentare la 

studierea şi soluţionarea unor probleme atât teoretice, cât şi practice. Respectiva structură 

matematică posedă un şir de proprietăţi ce ţin de obiectul de studiu al geometriei combinatorice 

discrete [5]. Din aceste considerente ar fi firesc, pe de o parte, de studiat impactul topologiei 

relaţiilor multi-are asupra acelor obiecte de cercetare, unde situaţia menţionată poate fi 

interpretată, bunăoară, cu ajutorul următoarelor familii de obiecte: a) sistemul Q  de 

quasigrupuri cu n operaţii algebrice; b) sistemul Q  de n  grupuri cu n  elemente independente 

şi cu o singură operaţie algebrică [6], c) sistemul de mulţimi nuanţate [7], etc. Mai exact, ar fi 

curios de studiat ce ar prezenta o varietate abstractă, multidimensională, orientabilă şi fără 

borduri [8] determinată de obiectele menţionate. Pe de altă parte, prin intermediul relaţiilor 

multi-are ar putea fi modelate şi studiate multiple procese dintr-un şir de domenii aplicative. De 

exemplu, formula apei, OH2 , poate fi interpretată ca un element dintr-o relaţie ternară 

)},,{( OHH  care nu se încadrează în complexul obișnuit  de relaţii multi-are: în tripletul 

)},,{( OHH  se repetă elementul H  (a se vedea [1]). Toate cele spuse mai sus conduc la 

necesitatea extinderii noţiunii de complex de relaţii multi-are, examinat inițial în lucrările [9], 

[1], [10], prin introducerea noţiunii de complex de relaţii multi-are mai general. 
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Cercetările efectuate în cadrul proiectului au condus la obținerea unor rezultate noi, 

importante din punct de vedere teoretica-aplicativ 

 

3.1.1. Definiția complexului și proprietăți  

Fie date o mulţime finită de elemente }...,,,{ 21 rxxxX = , care este o submulţime dintr-o 

mulţime M , ,cardM  unde M  nu este clasă, şi şirul 1+21= nX...,,X,XX , 1n , de 

produse carteziene [11], [12,] a mulţimii X . Orice submulţime nevidă mm XR  , 11 + nm  se 

numeşte relaţie m-ară a elementelor din X  (mulţimea 11 XR   reprezintă o submulţime de 

elemente din X ) [13]. Luând în consideraţie cele spuse, o relaţie m -ară mR este o familie de 

succesiuni ordonate, numite cortegii, formate din a câte m  elemente din X . Cortegiul 

m

iii Rxxx
m

)...,,,(
21

 poate să conţină şi repetări ale unor elemente din X. Pentru un astfel de 

cortegiu, orice subcortegiu ),...,,,(
21 ljjj xxx ml 1 , ce păstrează ordinea elementelor din 

( )...,, ,21 miii xxx  se numeşte subcortegiu ereditar.  

Definiţia 1. Familia finită de relaţii },...,,{ 121 +nRRR , care satisface condiţiile: 

I.    XXR == 11 , 

II.   +1nR , 

III. orice subşir ereditar ),...,,,(
21 ljjj xxx  1,1 + nml , din m

iii Rxxx
m

)...,,,(
21

 

aparţine relaţiei l -are  lR ,   

se numeşte complex generalizat (G-complex) de relaţii multi-are şi se notează: 

),...,,( 1211 ++ = nn RRR . 

Din definiţia 1 rezultă că mulţimea mR  a complexului generalizat de relaţii 1+n  nu este 

vidă pentru orice 1≤m≤n+1. Elementele relației  1R , vom obișnui să le mai numim vârfuri, iar pe 

cele ale relației 2R  −  muchii. 

Studierea complexului generalizat de relaţii multi-are prezintă interes prin faptul că acesta 

acoperă un şir de noţiuni clasice, precum ar fi grafurile [3], [15] hipergrafurile [3], [16], matroizii 

[17], complexele simpliceale [18] etc., chiar dacă acesta poate fi interpretat ca un caz particular 

al complexului celular [19] abstract (CW). Aceste structuri matematice servesc drept modele 

eficiente pentru soluţionarea unui şir de probleme teoretice şi aplicative [20], [21]. Se cere de 

menţionat că acest obiect 1+n  are prioritate faţă de cele menţionate. Astfel, faţă de complexul 

celular (CW), acesta este format din cărămizi elementare, poate cu deformări nonizomorfe, 

precum sunt quasimplexele abstracte (aşa-numitele bucle finit dimensionale; a se vedea mai jos). 

Să considerăm complexul generalizat de relaţii );( 212 RR= . Este evident că un astfel de 

complex reprezintă un graf orientat. Această situaţie permite să considerăm complexul 
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generalizat de relaţii 1+n  drept un hipergraf orientat şi ereditar (conform lui C.Berge [16]), 

noţiune întâlnită mai rar în literatura de specialitate şi care reprezintă o structură distinctă de 

noţiunea cunoscută de hipergraf. Vom descrie în continuare o procedură care permite să obţinem 

noţiunea de hipergraf în formă de complex generalizat şi aşa-zisele cicluri ale hipergrafului într-o 

formă mai firească, decât cea cunoscută, pornind de la noţiunea de hipergraf orientat, transformat 

într-un complex de simplexe abstracte. 

Să formulăm câteva cîteva rezultate ce țin de studierea complexului, demonstrația cărora se 

regăsește în mai multe lucrări publicate în cadrul proiectului, în particular, În monografia [14]. 

Definiţia 2. Dacă avem două G-complexe de relaţii multi-are 1

1

2

1

1

1

1

1 ...,,,( ++ = mm RRR ) şi 

,1),...,,,( 1211 nmRRR nn = ++  încât au loc relaţiile ,1

ll RR   pentru orice l , 11 + ml , 

atunci 1

1

+m  se numeşte G-subcomplex al lui .1+n  În cazul când ,( 11

1

1

1 RRm == +  

),...,, 11
1

22
1

++ == mm RRRR  atunci subcomplexul 1

1

+m  se numeşte schelet al lui 1+n şi se notează 

prin .)1( 1++ nmsk  

Fie în complexul )...,,,( 1211 ++ = nn RRR  sunt fixate două elemente distincte ., 1Rxx ji   

Definiţia 3. Şirul ordonat m

s

mm rrr ,...,, 21  al elementelor distincte din ,mR ,12 + nm ce 

posedă proprietăţile: 

1) ,1

m

i rx   ;m

sj rx   

2) ,1

1

−

+  mm

k

m

k Rrr  ,11 − sk  

se numeşte lanţ liniar cu dimensiunea m  ce leagă elementele ,, 1Rxx ji   fiind notat prin 

),( ji

m xxl . Complexul de relaţii multi-are 1+n  se numeşte m -conex dacă pentru oricare două 

elemente 1, Rxx ji  , există lanţ liniar m-dimensional ),( ji

m xxl . 

În cazul ,1=m  complexul 1+n  se va numi complex slab conex sau simplu – complex 

conex. În cazul 1+= nm , complexul 1+n  se va numi complex conex forte.  

Teorema 1. Dacă 1+n  este un complex m -conex, atunci acesta este şi k -conex, 

.12 + nmk  

Definiţia 2.1.4. G-complexul de relaţii multi-are ,( 11 Rn = +
 )...,, 12 +nRR  se numeşte 

conex, dacă pentru oricare două elemente ,, 1Rxx ji   există şirul jttti xxxxx
s

== ...,,,
21

 de 

elemente din ,1R încât cel puţin una dintre perechile ),(
1+rr tt xx  şi ),(

1 rr tt xx
+

aparţine relaţiei 2R  

pentru orice valoare a lui 1,...,2,1 −= sr . Şirul de perechi ),(...,),,(),,(
13221 ss tttttt xxxxxx

−
 se 

numeşte lanţ liniar cu dimensiunea unu, ce leagă elementele ix  şi jx , iar înşişi ji xx ,  se 

numesc extremităţi ale acestui lanţ. 
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Notăm lanţul 1-dimensional, ce leagă elementele ix  şi jx  prin ),(1

ji xxL . În viitor, vom 

recurge şi la reprezentarea algebrică a acestuia. 

Definiţia 5. Dacă sunt date două G-complexe de relaţii multi-are )...,,,(
1

1

2

1

1

1

1 11 ++
=

nn
RRR  

şi ,),...,,,( 21

1

2

2

2

1

2

1 22 nnRRR
nn

=
++   atunci  

)...,,,...,,(
1

2

2

2

1

2

1

1

1

2

1

1

111 212121 +++++++ ==
nnnnnnn RRRRRR  

se numeşte reuniune, iar 

)...,,(
1

2

1

1

1

2

1

1

111 2121 +++++ ==
nnnnm RRRR  

se numeşte intersecţie a acestor G-complexe. 

Ușor se verifică că atât reuniunea, cât şi intersecţia a două G-complexe de relaţii multi-are 

sunt, de asemenea, G-complexe de relaţii multi-are. 

Dacă în cazul unui G-complex de relaţii multi-are  )...,,,(
1

1

2

1

1

1

1 11 ++
=

nn
RRR  are loc 

egalitatea =1

1R  şi, prin urmare, ===
+1

1

2

1
1...

n
RR , atunci 11+


n  se numeşte complex vid. 

Două G-complexe de relaţii multi-are, intersecţia cărora este vidă, se numesc disjuncte. 

Teorema 2. G-complexul de relaţii multi-are 1+n  este conex dacă şi numai dacă nu 

conţine două G-subcomplexe nonvide de relaţii multi-are 11+


n  şi 12 +


n care sunt disjuncte şi 

satisfac egalitatea: 

111 21 +++ =
nnn . 

Definiţia 6. G-complexul de relaţii multi-are ,( 111 R
n

x =
+

 )...,,
12 1 +n

RR  se numeşte 

componentă conexă a complexului 1+n . 

De fapt, orice element 1Rx   determină în 1+n  aceeaşi componentă conexă. Prin urmare, 

indicele x  din notaţia 
11 +


n

x poate fi omis şi atunci componeta conexă o vom nota simplu prin 

11+


n . Evident, ,111 ++
 nn  adică 11+


n  este un G -subcomplex al lui 1+n . 

Teorema 3. Dacă }...,,,{
111 21

+++
 qnnn

reprezintă familia tuturor componentelor conexe şi 

distincte două câte două ale G-complexului 1+n , atunci se verifică relaţiile: 

,...
1111 211

++++
= qnnnn

RRRR                                         (1)  

unde =
++ 11 ji

nn
RR  pentru orice i ≠ j; i, j=1, 2, ..., q. 

Definiţia 7. Complexul generalizat de relaţii multi-are  )...,,,( 1211 ++ = nn RRR  se 

numeşte local complet dacă pentru orice 11 + nm  şi orice cortegiu 
m

iii Rxxx
m

)...,,,( ,21
,  

relaţia mR conţine şi toate cortegiile ce corespund celor m! permutări ale elementelor 

....,,, ,21 miii xxx  

Drept exemplu de complex generalizat (G-complex) de relaţii multi-are local complet 

serveşte orice graf orientat şi simetric. Un astfel de graf, privit ca G -complex de relaţii, îl vom 
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nota prin ),,( 212 RR= unde 2R este o relaţie binară şi simetrică definită pe mulţimea de 

elemente din 1R . (Grafurile orientate de tipul ),( 212 RR=  au fost examinate de către 

matematicianul francez C. Berj în lucrările [3], [4].) De asemenea, un G -complex de relaţii 

multi-are local complet poate fi considerat G -complex construit pe familia produselor carteziene 

a mulţimii X, adică: 

)....,,,( 1211 ++ == nn XXXX  

 

3.1.2. Omologiile complexului de relații multi-are  

Definiţia 1. Grupul factor ( ) ( ) mm

0/ ZZ  al unui G-complex de relaţii multi-are se 

numeşte grup al  -omologiilor (al omologiilor directe) cu dimensiunea m peste grupul Z  şi se 

notează prin )( nm K , 0≤m≤n. Rangurile acestor grupuri se numesc numere Betti. 

Deoarece grupurile  -omologiilor sunt construite peste grupul numerelor întregi Z , vom 

obişnui să mai folosim şi notaţiile: ),( Znm K , 0≤m≤n (respectiv, ),( ZH n

m K , nm 0 ). 

E firesc a scrie şi astfel: 

.1),(Im/)()( nmmmKernnm = K  

În conformitate cu rezultatele clasice, vorbind despre omologiile unei structuri matematice, 

de rând cu grupurile de  -omologii se studiază și grupurile de coomologii [19], [18]. Aplicând 

grupul numerelor întregi Z  vom forma aceste grupuri pentru G-complexul de relaţii nK . 

Simplificând notaţiile, introducem noţiunea de  -lanţ (colanţ), care coincide cu noţiunea de 

lanţ cu dimensiunea respectivă. 

Definiţia 2. Pentru un  -lanţ mmL L ,  0≤m≤n, egalitatea: 




=
mm

iQ

m

ii

m QpL
Q

 

se numeşte  -frontieră algebrică (cofrontieră) a lanţului mL . În cazul nm =  avem .0= nL  

Definiţia 3.  -lanţul mmL L , cu proprietatea 0= mL , se numeşte  -ciclu cu 

dimensiunea m  a G-complexului de relaţii nK  şi se va nota prin ,)( mm LZ =  nm 0 . 

În cazul nm =  avem egalitatea 0= nL . Deci, conform definiţiei 2, lanţul nL  este un  -

ciclu cu dimensiunea n. 

Folosind operaţia de adunare a  -lanţurilor, obţinem 

Teorema 1. Mulţimea tuturor  -ciclurilor m-dimensionale în raport cu operaţia de 

adunare a  -lanţurilor formează un subgrup comutativ al grupului  m
L . 

Notăm subgrupul  -ciclurilor din m
L prin ( )mZ , nm 0 . 

Definiţia 4. Dacă există două  -lanţuri mmL L şi 11 −−  mmL L cu proprietăţile 
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a) ;1−= mm LL  

b)  0= mL , 

atunci mL  se numeşte  -ciclu cu dimensiunea m,  -omolog cu 0 . În acest caz se va utiliza 

notaţia (obişnuită) [19]: 

.0~)(= mm ZL  

Două cicluri )(1 mZ şi  )(2 mZ din ( )mZ  se vor numi  -omoloage dacă: 

.1,0~)()( 21 nmZZ mm −  

Ținând cont de definiția clasică a grupului, se demonstra următoarea 

Teorema 2. Mulţimea tuturor  -ciclurilor m-dimensionale şi  -omoloage cu zero, în 

raport cu operaţia de adunare definită în m
L ,  formează un subgrup al grupului ( )mZ  şi 

se va nota prin ( )m

0Z . 

Definiţia 5. Grupul factor ( ) ( ) mm

0/ ZZ  al G-complexului de relaţii multi-are nK  se 

va numi grup al  -omologiilor (mai simplu −  coomologii) cu dimensiunea m peste grupul 

numerelor întregi Z , fiind notat prin ),( n

m K  nm 0 . 

Remarcă. Amintim că ),( n

m K  0≤m≤n, este definit, considerând că  -lanţurile din nK  

sunt finite. 

Evident, putem scrie şi astfel: .0),(Im/)()( nmmmKernn

m = K  

Să ne amintim acum că existenţa grupurilor ( )m

0Z , nm 0 , a unui G -complex de 

relaţii multi-are rezultă din egalitatea 0= mL , nm 0 . Această situaţie generează 

necesitatea de a formula câteva rezultate suplimentare. 

Teorema 3. Pentru orice  -lanţ mmL L  al G-complexului de relaţii multi-are nK  

are loc următoarea egalitate: 

.0,0 nmLm =  

Remarcă. Pentru grupurile de omologii directe şi coomologii ale unui G-complex de relaţii 

multi-are nK , procedura de orientare a quasisismplexelor sale este o problemă auxiliară şi nu 

depinde de structura acestor grupuri. 

Definiţia 6. Un G-complex de relaţii multi-are nK , n≥1,  se numeşte acicilic dacă: 

.0)(...)()( 21 === nnnn KKK  

Fie }...,,,{ 00

2

0

1

0

0QQQ=Q  familia de quasisimplexe 0-dimensionale ale G-complexului de 

relaţii multi-are, iar 
00

22

0

11

0

00
...  QpQpQpL +++=  un Δ-lanţ arbitrar din 0

L . 

Definiţia 7. Operatorul 

ZI →0:L  
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ce posedă proprietatea 
0

...)( 21

0

pppLI +++= , pentru orice lanţ 00
LL , se numeşte indice 

al Δ-lanţului .0L  

Este evident că pentru oricare două Δ-lanţuri arbitrare 00

2

0

1 , LLL are loc relaţia: 

).()()( 0

2

0

1

0

2

0

1 LILILLI +=+  

Lema 1. Dacă 0L este grupul Δ-lanţurilor 0-dimensionale al G-complexului conex de 

relaţii multi-are )...,,,( 10 nn QQQK = , atunci orice lanţ 00 LL  este omolog lui 0 dacă şi 

numai dacă .0)( 0 =LI  

Teorema 4. Dacă G-complexul de relaţii multi-are )...,,,( 10 nn QQQK =  este conex, 

atunci )(0 nK  este izomorf cu grupul numerelor întregi Z . 

Remarcă. Pntru un G-complex de relaţii multi-are nK  are loc egalitatea: 

),(...)()()( 21

n

q

mnmnmnm KKKK   

unde 0≤m≤n, şi dacă m=0, atunci: 

  
oriq

n ZZZ  ...)(0 K . 

Definiţia 8. Un G-complex de relaţii mutli-are nK , conex şi aciclic, se va numi   n-arbore 

orientat de relaţii multi-are. 

Importanţa acestei noţiuni se va resimţi în cercetările ulterioare, când se vor elabora lucrările 

referitor la cele menţionate la începutul acestui capitol. Pentru 1=n , construcţia respectivă 

reprezintă un graf orientat, conex şi fără cicluri. Deci, dacă 1K  este conex, atunci acesta 

reprezintă un arbore orientat [4]. 
 

Definiţia 2.6.9. Dacă nK  este un G -complex local complet de relaţii multi-are şi este 

transformat într-un complex quasisimplicial abstract, atunci nK  se va numi G-complex 

simetric de relaţii multi-are. 

În [4] a fost introdusă noţiunea de caracteristica Euler a complexului de relaţii multi-are 

nK . Importanţa acestei caracteristici este bine cunoscută prin aplicaţiile sale teoretico-

aplicative.  Fie ))(( nm K  rangul grupului )( nm K  al lui nK , iar 


=

−=
m

m

m

mn

0

)1()(  K  

este caracteristica lui Euler, unde de acum m  înseamnă numărul quasisimplexelor cu 

dimensiunea m ale G-complexului nK , nm 0 . În cele ce urmează, din considerente de 

comoditate, în loc de ))(( nm K  vom folosi notația m . 

Are loc un rezultat analog celui obţinut de către Poincare şi Kolmogorov [18]. 
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Teorema 5. Pentru orice G-complex de relaţii multi-are )...,,,( 10 nn QQQK =  are loc 

egalitatea: 

.)1()(
0


=

−=
n

m

mmn  K  

Definiţia 10. Fie dat G -complexul )...,,,( 10 nn QQQK = . Să examinăm complexul 

),...,,( 01

d

n

d

n

d

n

d QQQK −= , unde fiecare quasisimplex abstract ,m

iQ  cu dimensiunea m, e 

considerat un complex celular [19] cu dimensiunea n-m, notat prin ,mn

d i
Q −  pe când totalitatea 

acestor complexe cu dimensiunea n-m −  prin ,,0, m

mn

d inm −Q  desigur, respectând 

incidenţele. Complexul abstract n

dK  se numeşte dualul complexului nK . 

De exemplu, un simplex 0-dimensional incident la n fațete (simplexe) (n-1)-dimensionale 

ale unui simplex n-dimensional reprezintă un CW cu dimensiunea n în forma unui simplex        

n-dimensional, având ca celule mulţimea tuturor faţetelor acestuia, inclusiv cea improprie 

(interiorul simplexului n-dimensional). 

Consecinţă. Complexul dual n

dK  al complexului nK  este un complex celular (CW) conex. 

Fie 

),(),...,,(),,( 10 ZHZHZH n

d

n

d

n

dd

n

dd KKK  

şirul grupurilor de omologii directe ale lui n

dK . 

Teorema 6. Pentru complexul nK  sunt adevărate relaţiile: 

),,(),( 0

0 ZHZ n

dd

n KK   

),,(),( 1

1 ZHZ n

dd

n KK   

...……………..…………. 

),(),( ZHZ n

d

n

d

n

n KK   

În baza acestei teoreme obţinem că teorema Kolmogorov-Alexander [19], [18] cu privire la 

dualitatea grupurilor de omologii şi coomologii pentru spaţii topologice rămâne valabilă şi în 

cazul complexului generalizat de relaţii multi-are nK . Astfel, obţinem 

Teorema 7. Pentru complexul nK  sunt adevărate următoarele egalităţi: 

),,(),(0 ZZ n

n

n KK   

),,(),( 1

1 ZZ n

n

n KK −  

...…………..……………. 

).,(),( 0 ZZ nnn KK   

Fie Z  grupul numerelor întregi și G  un grup comutativ arbitrar. Se cunoaşte [19] că dacă 

grupul G  admite un număr finit p  de elemente generatoare, atunci: 

rp DDDGGGG = ...... 1121 , 
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unde 
iG , pi 1 , și jD , rj 1 , sunt subgrupuri ciclice din G , însă finite, cu perioada jc  și 

divizorul 1+jc . Numerele 
rccc ,...,,, 21  reprezintă un sistem complet de invarianți ai grupului G , 

raportați la automorfismele sale. Numărul   este rangul grupului G . Coeficienții 
rccc ,...,, 21
 se 

vor numi coeficienți de torsiune a lui G . 

Prin urmare, grupurile de  -omologii )( nm K  ale complexului de relații multi-are nK  ar 

putea să conțină un sistem complet de invarianți ai grupului G , raportat la autormorfismele sale. 

În cele ce urmează vom construi alte grupuri de  -omologii ale complexului nK , numite 

grupuri ale  -omologiilor diluate [19], care nu conțin coeficienți de torsiune, însă sunt 

importante din punct de vedere al folosirii acestora la obținerea unor proprietăți noi ale lui nK . 

Astfel, omologiile directe, coomologiile și omologiile diluate formează un suport teoretic necesar 

pentru dezvoltarea noii direcții de cercetare legate de studierea relațiilor multi-are. 

Fie ( )mZ  grupul − ciclurilor peste grupul numerelor întregi Z al complexului nK . 

Definiția 11. Două cicluri ( ) mmm ZZ Z)(),( 21
 se numesc cicluri diluate, 

− omoloage cu 0 , dacă 1||,  aZa , încât 0~))()(( 21 − mm ZZa . 

În cazul a două cicluri diluate și − omoloage )(),( 21  mm ZZ , vom folosi notația 

)()( 21  mm ZZ , nm 0 . Ușor se verifică că mulțimea ciclurilor diluate m -dimensionale și 

 -omoloage cu 0 , în raport cu operația de adunare, formează un subgrup al grupului ciclurilor 

diluate ( )mZ
~

, pe care îl vom nota prin ( )m
0

~
Z . 

Definiția 12. Grupul factor ( ) ( ) mm
0

~
/ ZZ   se numește grup al  -omologiilor diluate cu 

dimensiunea m  al complexului nK  și se notează prin )(
~ nm K , nm 0 . 

Notăm prin m~  rangurile grupurilor )(
~ nm K , nm 0 . 

Lema 2. Pentru grupurile de omologii )( nm K  și )(
~ nm K  ale unui G -complex de 

relații multi-are nK  se respectă egalitatea: 

mm  ~= , nm 0 . 

Atât grupul )( nm K , cât și )(
~ nm K , nm 0 , posedă același număr de subgrupuri 

independente și izomorfe cu grupul numerelor întregi Z , nm 0 .  
 

Lema 3. Pentru un G -complex de relații multi-are nK  este adevărată egalitatea: 

m

n

m

m
n

m

m

m  ~)1()1(
00


==

−=−  . 
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În cele ce urmează, vom studia reprezentarea geometrică a grupurilor )(
~ nm K , nm 0 , 

precum și legătura cu  -ciclurile complexului nK , prin introducerea numărului ciclomatic m -

dimensional pentru nK . 

3.1.3. Mediana complexului de cuburi abstracte  

Problema calculării medianei, precum și multiplele variații ale acesteia, se întâlnesc la 

soluționarea problemelor cu caracter aplicativ, cunoscute în literatura de specialitate ca probleme 

de amplasare. Deseori apare necesitatea amplasării unui centru de deservire pentru o rețea de 

utilizatori, reprezentată, de regulă, printr-un graf neorientat, astfel încât suma distanțelor minime 

de la acest centru până la celelalte noduri ale rețelei să fie minimă. Locul optimal de amplasare, 

în sensul indicat mai sus, se numește mediană. Ținând cont de esența funcției scop, astfel de 

probleme se mai numesc probleme de amplasare de tip minisumă şi se întâlnesc frecvent la 

soluționarea problemelor practice legate de alegerea locului „potrivit” pentru o stație de 

telefoane, a unui depozit pentru o rețea de magazine, legate printr-o infrastructură de drumuri, a 

unui oficiu poștal dintr-o localitate, etc.  

La general, problema medianei este o problemă NP-completă [86], cu toate consecințele ce 

urmează din această constatare. Totuși, în unele cazuri speciale, frecvent întâlnite în practică, se 

reușește elaborarea unor metode eficiente de calculare a medianei. O oportunitate în acest sens 

ne oferă complexul de cuburi abstracte.  

Fie ),( dX  un spaţiu metric finit cu mulțimea de elemente  nxxxX ,...,,= 21  şi 

)(),(=)(
1=

ii

n

i

xpxxdxf   o funcţie definită pe X , unde )( ixp  este un număr real pozitiv, numit 

ponderea elementului Xxi  . 

Definiţia 1. Punctul Xx  , care satisface egalitatea 

)(),(min=)(
1=

ii

n

i
Xx

xpxxdxf 


 , 

se numeşte mediana lui X . 

Sunt cunoscute aplicările medianei în practica cotidiană, mai ales în amplasarea obiectelor 

de deservire. Însă procedura de calculare a acesteia în conformitate cu formula de mai sus 

devine, în anumite condiţii, o chestiune anevoioasă. În lucrările publicate anterior, pentru nişte 

complexe speciale sunt expuşi algoritmi eficienţi de aflare a medianei, fără a utiliza metrica. 

Vom expune ideea calculării medianei într-un arbore abstract omogen n -dimensional, 1n . 

Pentru scheletul 1-dimensional al acestui arbore se propune un algoritm eficient de aflare a 

medianei fără a utiliza vreo metrică. 

Algoritmul de calculare a medianei pentru un arbore finit cu ponderi pozitive ale 

elementelor, este nu doar un algoritm elegant, dar şi-a găsit şi aplicaţii practice. Aceeaşi situaţie 
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o avem şi în cazul unui complex de patrulatere cu muchiile ponderate în mod special pentru 

spaţiul euclidian 2E . 

Fie n

A  un complex cubic abstract omogen nonorientat. Frontiera n

Abd  este o sferă 1)( −n -

dimensională cubiliată 1−nS . Fie 10 )( −nI Sst  – steaua vârfului 0I  calculată pe sfera 1−nS . 

Vom examina, în cele ce urmează, problema calculării medianei unui complex special de 

cuburi abstracte, considerând că vârfurile complexului n

A  se i-au dintr-un spaţiu metric discret, 

reprezentat printr-o mulţime oarecare M . În aceste condiţii, dacă M0I , atunci mediana lui 

n

A  este determinată de punctul Mx * , ce satisface relaţia: 

)(min=)( xfxf
Mx

 , 

unde )(xf  este funcţia definită pe mulţimea M  şi cu valori în +R : 

+→ RMf :  încât )(),()(
0

i

x

i xpxxdxf

i




=
I

. 

Definiția 2. Un complex abstract n -dimensional, omogen și neorientat n

A , care satisface 

condițiile: 

1) orice cub n

A

kI  int  aparține cel puțin la kn−2  cuburi n -dimensionale din n

A , nk 0 ; 

2) dacă 0I  este un vârf din n

Abd , căruia îi sunt incidente exact n  arce ale lui n

Abd , iar 

steaua )( 0Ist
n

Abd  conține exact n  cuburi 1)( −n -dimensionale ale lui n

Abd , atunci 

cubul n -dimensional nI , determinat de această stea, aparține complexului 
n

A , 

se numește arbore omogen n -dimensional. Notăm acest arbore prin nA . 

 

 

Fig. 1. Complex omogen 3 -dimensional ce nu corespunde definiţiei 2 

 

Prin definiţia 2 este exclusă situaţia din figura 5.1, importantă pentru calcularea medianei 

complexului. În astfel de situaţii, totdeauna se poate indica un sistem de ponderi ale vârfurilor, 

încât mediana *x  să nu aparţină complexului 
n

A . De exemplu, condiţia 2 din definiţia arborelui 

omogen este necesară la calcularea medianei pentru 
n

A(1)sk , care poate să nu se afle pe 

n

A(0)sk , adică 0* \IMx  . 
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Pentru a ilustra cele menționate, vom examina complexul cubic 2

A , reprezentarea 

geometrică a căruia este dată în figura 1. Considerând muchiile cu lungimile egale cu 1, iar 

ponderile vârfurilor: 

100=)(=)(=)( zpypxp , 

1=)(wp , pentru celelealte vârfuri din 2

A , 

în calitate de mediană vom obține vârful v , care nu aparţine mulțimii n

A= (0)0
skI . 

Considerăm în continuare funcţia 

+→ Rp 0:I  

şi lungimile muchiilor din clasele de muchii paralele 
mCCC .,,.., 21

 egale, respectiv, cu numerele 

mddd ,...,, 21 , 

unde 0>id , pentru mi 1 . Astfel, se presupune că toate muchiile ce aparţin unei clase au 

aceeaşi lungime. Mai târziu vom arăta că lungimile respective ale muchiilor pot fi omise. 

Numărul )( 0Ip  se numeşte pondere a cubului 0 -dimensional 00 II . 

Descrierea metodei de calculare a medianei arborelui nA  o vom începe cu construirea unui 

spaţiu normat m -dimensional şi interpretarea ulterioară a complexului nA  în acest spaţiu (aici 

m  reprezintă numărul de clase de muchii paralele din nA ). 

Fie  0

00 1:=  II  şi  1

11 1:=  II  mulţimile de vârfuri şi, respectiv, de 

muchii ale arborelui nA . Fixăm un lanţ arbitrar ),...,,(= 11

2

1

1

1

k
IIIL  , 11   i , ki 1 , cu 

originea 00 I
i

I   şi extremitatea în 00 I
j

I . Formăm numărul întreg nenegativ  

,..=),( 2211

00

mm
ji

dtdtdtIId +++                                           (1) 

unde 0=it  (sau 1=it ) dacă 1L  trece de un număr par (sau impar) de ori prin muchiile 

complexului 
n

A , ce aparţin clasei iC , mi 1 [155], [296]. 

Teorema 1. Relaţia (1) reprezintă metrica Hamming. 

Demonstraţie. Din relaţia (1) avem: 

1) 0),( 00 
ji

IId  . Din egalitatea 0=),( 00

ji
IId   rezultă egalitatea: 

0=...== 21 =mttt , 

ceea ce conduce la relaţia 
00 =

ji
II  ; 

2) egalitatea ),(=),( 0000

ijji
IIdIId   este evidentă; 

3) pentru oricare trei vârfuri distincte 
0000 ,, I

kji
III  , ţinând cont de definirea numărului 

),( 00

ji
IId  , uşor se verifică 
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).,(),(=),( 000000

jkkjji
IIdIIdIId  +  

Aceasta din urmă şi demonstrează că (1) este metrica Hamming. 

Fie arborele nA  dispune de clasele de muchii paralele 
mCCC .,,.., 21

 cu lungimile fixate. 

Considerăm spaţiul mR1
 peste câmpul numerelor reale cu norma i

m

i

xx
1

=
=

 . Din originea 

mRO 1 , depunem pe axele de coordonate pOYOYOY ,...,, 21  segmente cu lungimile 
mddd ,...,, 21

. 

Construim în mod univoc pe aceste segmente paralelipipedul mP . Mulţimea tuturor faţetelor k -

dimensionale, mk 0 , a acestui paralelipiped formează un complex de paralelipipede k -

dimensionale. Vom nota acest complex prin },0{= mkmkk  PPP . În cazul 1=k  obţinem 

complexul 1
P , care reprezintă reuniunea tuturor faţetelor 0 - și 1-dimensionale din mP . Acest 

complex este un subcomplex al lui m
P . Complexul 1

P  reprezintă un graf conex, metric și 

nonorientat. Vom nota acest graf prin );(= VYH , unde Y  și V  reprezintă mulţimile de vârfuri 

și, respectiv, muchii din 1
P . 

Scheletul 1-dimensional al complexului de cuburi abstracte n  reprezintă un graf orientat, 

notat prin );(= GG UXG . În acest graf, vârfurile corespund cuburilor 0 -dimensionale, iar arcele 

– cuburilor 1-dimensionale din complexul n . 

Teorema 2. Pentru arborele nA  există o aplicaţie univocă mnA P→: , care 

interpretează nA  pe un subcomplex din m
P , astfel încât 1: P→G  reprezintă o izometrie. 

Veridicitatea teoremei rezultă imediat din modalitatea de construire a complexului m
P  şi 

din relaţia (1). 

În spaţiul mR1 , mulţimea de vârfuri )( GX  o notăm prin )(},...,,{=
021

nAyyyY   .  

Considerăm funcţia  

)(=)(
0

1=

i

i

ypyf 


|| iyy − ||,                                                   (2) 

unde iy  este imaginea lui Gi Xx  , cu ponderea )(=)( ii xpyp , 01  i . 

Vom demonstra că punctul mRy 1 , care minimizează funcţia (2), este mediana grafului 

);(= VYH . 

Fără a face vreo confuzie, notăm prin y  şi vectorii din mR1 . Astfel, pentru vectorul 

mm Ryyyy 1

21 ),...,,(=   formăm 
ii yy 1− , 

i

n

iii yyyy −− ,...,2 , mi 1 , şi mulţimile de indici:  

 

0.<:=

0,=:=

0,>:=

0

i

j

i

i

i

j

i

i

i

j

i

i

yyjI

yyjI

yyjI

−

−

−

−

+

                                                  (3) 
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Teorema 3. Vectorul m

j Ry 1  minimizează funcţia (1) dacă şi numai dacă sunt satisfăcute 

relaţiile:  

).()(

),()(

0

0

j

i
I

i
Ij

j

i
Ij

j

i
Ij

j

i
I

i
Ij

ypyp

ypyp





−+

−+





                                            (4) 

Teorema 3 permite să afirmăm un fapt important: mediana grafului metric H  nu depinde de 

lungimile mddd ,...,, 21  ale muchiilor din V . Prin urmare, paralelipipedul mP  poate fi înlocuit 

printr-un cub unitate al lui mR1
, utilizând operaţia de dilatare sau constrângere a fiecărei muchii 

cu lungimea id , mi 1 .  

Cubul unitate m -dimensional obţinut îl vom nota prin mE . Ca rezultat al acestor 

raşionamente, obţinem aplicaţia: 

mm E→P: .                                                          (5) 

Putem considera că coordonatele vârfurilor cubului unitate mE  în spaţiul mR1
 sunt numerele 

0  şi 1. Astfel, fiecărui vârf al cubului îi corespunde un cortegiu binar cu lungimea m . Prin 

aplicaţia  , graful H  trece într-un graf metric )(H , pe care îl vom nota prin 

mEWZ );(=G . Ca rezultat obţinem că, atât pe cubul unitate mE , cât şi pe graful obţinut 

mE);(= WZG , este definită metrica Hamming. Mulţimea de vârfuri Z  a grafului G  este 

)( 0I , iar mulţimea de muchii W  reprezintă mulţimea de muchii )( 1I . Clasele de 

muchii paralele mCCC .,,.., 21  se transformă în următoarele clase de muchii paralele din mI :  

)(=),...,(=),(= 1

2

1

21

1

1 mm CCCCCC  , 

reuniunea cărora nu acoperă neapărat toate muchiile din cubul unitate mE . Ar fi o acoperire doar 

în cazul când mnA P= . 

Pentru mulţimea de vârfuri  
0

,...,,= 21 zzzZ  păstrăm aceleaşi ponderi:  

,)()(,...,)()(  ,)()(
002211  xpzpxpzpxpzp ===                          (6) 

unde )(= ii xz  , 01  i . 

Astfel, am obţinut aplicaţia izometrică:  

G→G: . 

Fie vârful Ziz  al cubului mE  are coordonatele ),,...,,(= 21 m

iiii zzzz  unde 1=j

iz  sau 

0=j

iz  (pe cub e definită metrica Hamming). 

Deoarece mediana din mR1  nu depinde de metrică, considerăm că lungimile mddd ,...,, 21  ale 

muchiilor din toate clasele de muchii paralele sunt egale cu 1. Notăm arborele nA  prin (1)nA . În 



20 

aceste condiţii, aplicaţia mn EA →(1))(  este, la fel, o izometrie, unde (1))( nA  este un 

subcomplex al complexului, format din faţetele lui mE . Relaţia de izometrie permite examinarea 

medianei arborelui (1)nA  pe subcomplexul (1))( nA . 

Formăm matricea N , liniile căreia corespund vârfurilor grafului G , iar coloanele – 

claselor de muchii paralele 11

2

1

1 .,,.., mCCC :  

00000

...

...

......

..................

......

..................

......

......

=

......

2

1

21

21

22

2

2

1

2

11

2

1

1

1

111

2

1

1


z

z

z

z

zzzz

zzzz

zzzz

zzzz

N
i

mj

m

i

j

iii

mj

mj

mj





































CCCC

 

Pentru fiecare coloană j  din matricea N  calculăm un număr jr , considerând 1=jr  sau 

0=jr , mj 1 , conform regulilor: 

a) dacă produsul scalar 

)(=))(),...,(),()(,...,(
0

00 1=2121 i

j

ii

jjj zpzzpzpzpzzz 


  

este un număr mai mare decât 
=

0

1

)(
2

1 

i

izp , atunci 1=jr , iar dacă acest produs este mai mic decât 

suma indicată, atunci 0=jr ; 

b) dacă are loc egalitatea  

),(
2

1
=)(

00

1=1=

i

i

i

j

i

i

zpzpz 


                                              (7) 

atunci valoarea lui jr  se alege în mod arbitrar: 0 sau 1.  

Ca rezultat, obţinem cortegiul ),...,,...,,(= 21 mj rrrrr . 

Teorema 4. Cortegiul ),...,,(= 21 mrrrr  reprezintă o linie din N . 

Pentru a demonstra această teoremă sunt necesare nişte examinări preventive. 

Fie 
1−n

iT  o transversală 1)( −n -dimensională a complexului (1)nA . Această transversală 

separă (1)nA  în două părţi distincte, notate prin (1))1(

n

iA , (1))2(

n

iA , şi numite, convenţional, 

subcomplex de stânga şi subcomplex de dreapta, în raport cu transversala 
1−n

iT . Ambele 

complexe obţinute sunt arbori omogeni, doar că nu neapărat şi n -dimensionali (unul dintre 

aceştia ar putea fi 1)( −n -dimensional). 
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Notăm în continuare prin 0I , 0

iI , 0

(1)iI  şi 0

(2)iI , respectiv, mulţimile de vârfuri ale 

complexului (1)nA , ale transversalei 1−n

iT  şi ale arborilor (1))1(

n

iA , (1))2(

n

iA . Sunt evidente 

relaţiile:  

.=

,=

,

,

00

(2)

0

(1)

00

(2)

0

(1)

0

(2)

0

0

(1)

0

III

III

II

II

ii

iii

ii

ii









                                                       (8) 

Pentru mulţimile de vârfuri 0

(1)iI  şi 0

(2)iI  ale arborilor (1))1(

n

iA  şi (1))2(

n

iA , determinate de 

transversalele 1−n

iT , Bi 1 , unde B  reprezintă numărul tuturor transversalelor )1( −n -

dimensionale, calculăm suma ponderilor vârfurilor )( 0

(1)ip I  şi )( 0

(2)ip I :  

)(=)(

),(=)(

0

0
(2)

0

(2)

0

0
(1)

0

(1)

0

0

Ipp

Ipp

i
I

i

i
I

i









I

I

I

I

  .                                                (9) 

Numerele )( 0

(1)ip I  şi )( 0

(2)ip I  se vor numi ponderi ale complexelor (1))1(

n

iA  şi (1))2(

n

iA . 

Precum s-a menționat anterior, o transversală n -dimensională generează două transversale 

)1( −n -dimensionale, pe care le vom numi transversale vecine.  

Transversalele 1−n

iT  și 1−n

jT  le vom considera paralele dacă în arborele )1(nA  există șirul de 

transversale vecine 11111 ,...,,
21

−−−−− == n

j

n

k

n

k

n

k

n

i TTTTT
q

. În cazul când două transversale )1( −n -

dimensionale din )1(nA  nu sunt paralele, vom spune că acestea sunt transversale de direcții 

distincte.  

Fie 11

2

1

1 ,...,, −−− n

r

nn TTT  un șir maximal de transversale paralele din )1(nA , în care 
1−n

sT  și 

1

1

−

+

n

sT , 11 − rs , sunt vecine. Fiecare dintre aceste transversale determină în )1(nA  un 

subcomplex de stânga și un subcomplex de dreapta.  

Definiția 3. Transversala 
1−n

iT  din șirul ordonat 11

2

1

1 ,...,, −−− n

r

nn TTT  se numește transversală 

mediană a arborelui )1(nA  dacă pentru ponderile de stângă și de dreapta ale acesteia se 

respectă inegalitățile: 

).()\(

),\()(

0

)2(

00

)1(

00

)2(

0

)1(

iii

iii

pp

pp

III

III




                                            (10) 

Menționăm că, transversala mediană din șirul 11

2

1

1 ,...,, −−− n

r

nn TTT  poate fi determinată în mod 

eficient prin aplicarea unui algoritm de complexitate )(log rO , bazat pe utilizarea metodei 

căutării binare. 
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Din definiția 3 rezultă că dacă 1−n

iT  este transversala pentru care are loc egalitatea 

),()( 0

)2(

0

)1( ii pp II = atunci aceasta este unica transversală mediană în șirul 11

2

1

1 ,...,, −−− n

r

nn TTT . 

Totodată, ușor se deduce că, în șirul indicat există cel mult două transversale mediană și în acest 

caz ele sunt transversale vecine. 

Teorema 5. Un vârf *x  al grafului )1()1();( n

GG AskUXG ==  este mediană în G  dacă și 

numai dacă acest vârf reprezintă în arborele )1(nA  intersecția a n  transversale mediană 

)1( −n -dimensionale.  

Demonstraţie. Necesitatea. Fie x  vârful mediană al grafului (1)(1)=);(= nAskUXG . 

Observăm, mai întâi, că în complexul de cuburi abstracte (1)nA , orice vârf se află la intersecţia a 

cel puţin n  transversale 1)( −n -dimensionale. Conform teoremei 3, în mod univoc rezultă că 

există anumite n  transversale 1)( −n -dimensionale 11

2

1

1
,...,, −−− n

n
i

n

i

n

i TTT , la intersecţia cărora se 

află vârful mediană x  şi pentru care necesită să aibă loc nişte relaţii. Să le expunem în mod 

explicit. 

În arborele (1)nA definim:  

a) n

iA (1)
1

, n

iA (2)
1

, n

iA (1)
2

, n

iA (2)
2

, ...,  n

n
iA (1) , 

n

n
iA (2)  – perechile de subcomplexe ale arborelui, 

determinate de transversalele 11

2

1

1
,...,, −−− n

n
i

n

i

n

i TTT , 0

(1)
1
iI ; 

b) 0

(2)
1
iI , 0

(1)
2

iI , 0

(2)
2

iI , …, 0

(1)
n

iI , 0

(2)
n

iI  – mulţimile de vârfuri (cuburi 0 -dimensionale) ale 

subcomplexelor 0

)(s
t
iA , nt 1 , }2,1{s ; 

c) )( 0

(1)
1
ip I , )( 0

(2)
1
ip I , )( 0

(1)
2

ip I , )( 0

(2)
2

ip I , ..., )( 0

(1)
n

ip I , )( 0

(2)
n

ip I  – ponderile 

subcomplexelor 
0

)(s
t
iA , nt 1 , }2,1{s .  

Unele dintre subcomplexele menționate 
0

)(s
t
iA , nt 1 , }2,1{s , pot fi chiar printre 

transversalele examinate 
11

2

1

1
,...,, −−− n

n
i

n

i

n

i TTT . Inegalităţile (5.18), evident, determină vârful x . Cu 

alte cuvinte, are loc relația:  

11

2

1

1
... −−−

  n

n
i

n

i

n

i TTTx .                                              (11) 

Să demonstrăm acum condiția suficientă a teoremei. Considerăm că din n  șiruri ordonate de 

transversale au fost selectate transversalele mediană 
11

2

1

1
,...,, −−− n

n
i

n

i

n

i TTT . Prin urmare, pentru aceste 

transversale se respectă relațiile de mai sus. Să admitem totuși că are loc:  

 −−− =... 11

2

1

1

n

n
i

n

i

n

i TTT ,                                           (12) 
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pe mulțimea de vârfuri din (1)(1)=);(= nAskUXG . Deoarece fiecare transversală mediană 

conține mediana complexului (1)(1) nAsk , rezultă că acesta va nimeri în afara lui (1)(1) nAsk . O 

judecată din simple silogisme conduce la contradicţie prin faptul că nu are loc condiţia 2 a 

definiţiei 2. Aceasta din urmă demonstrează corectitudinea afirmaţiei teoremei 5. 

Din proprietăţile complexului de cuburi abstracte, deducem că mulţimea tuturor medianelor 

grafului );(= WZG , izomorfic interpretat în cubul unitate mE , formează o mulţime convexă 

şi, prn urmare, reprezintă o faţetă a lui mE . Deci, dacă ne-ar interesa doar acele mediane ale lui 

G , care sunt şi vârfuri ale grafului G , atunci acestea sunt vârfurile faţetei respective.  

Acum să revenim la demonstraţia teorema 4 anunţată ceva mai sus. 

Demonstraţie. Să admitem enunţul teoremei 4 nu este adevărat. Altfel spus, presupunem că 

există totuşi un vârf ),...,,(= 21 mrrrr  al cubului mE , însă acesta nu aparţine grafului 

G=)(G , unde   este de acum aplicaţia .mm E→P  

Fie G\= nEzr   minimizează funcţia )(zf , analoagă lui (1). Vectorul z  aparţine la m  

faţete cu dimensiunea 1−m . Aceste faţete pentru complexul, de acum cubic, al tuturor faţetelor 

din mI  reprezintă nişte transversale 1)( −n -dimensionale, care au o intersecţie ce constă exact 

din punctul (vectorul) z . Fiecare dintre aceste faţete conţine câte o transversală 1)( −n -

dimensională a complexului )( nA , care este izometric cu (1)nA . Acum menţionăm că z  

respectă relaţiile, adaptate la complexul (1))( nA . Totodată, în acest complex oricare m  

transversale 1)( −n -dimensionale )( 1

1

−n

iT , )( 1

2

−n

iT , ..., )( 1−n

m
iT  au o intersecţie vidă, 

deoarece vectorul z  nu le aparţine. Contradicţie cu teorema 2. Deci teorema 4 e justă. 

Din cele expuse anterior rezultă un algoritm eficient de calculare a medianei unui complex 

de cuburi abstracte, ce satisface definiţia 2. Algoritmul este elaborat și trimis spre publicare 

În legătură cu problema studiată, în mod firesc apare întrebarea: pe cât de mult poate fi 

extinsă clasa de complexe cubice, reprezentate prin arbori omogeni n -dimensionali, pentru care 

rezultatele prezentate mai sus rămân viabile. Vom căuta răspuns la această întrebare, examinând 

totodată anumite proprietăţi noi ale complexului de cuburi abstracte. 

Fie )( nn I  complexul n -dimensional de cuburi abstracte, determinat de familia de faţete 

ale cubului nI . Orice transversală n -dimensională împarte complexul )( nn I  în două 

subcomplexe conexe. Fie 1I  o fațetă 1-dimensională (o muchie) a cubului ),,...,,( 10 n

nI =  

},{ 10 x=  },{
2nxn =  incidentă vârfului .

2nx  Vom nota prin 
n

I
T 1  transversala determinată de 

clasa de muchii paralele ce conține muchia ,1I  iar prin )( nx  – subcomplexul din )( nn I , 
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determinat de n

I
T 1 , ce conține vârful .nx  Respectiv, prin )( nx  vom nota cel de-al doilea 

subcomplex. 

Lema 1. Pentru orice transversală n
IT
1
 și orice mulțime ,1]2/[, − nknk

 este adevărată 

inegalitatea: 

knkn xx   )()( . 

Teorema 6. Dacă ),...,,( 10 n

nI =  este închiderea cubică a unui complex de cuburi 

abstracte q ,   ,12/ − nqn  atunci:  

a) =


− q

xI

nn

I
I  ))((

)(

1

1
11

1

I

Ø; 

b) 
)(

1

2

1
11

1 )(
xI

nn

I
Ix n

I

− . 

Demonstrație. Vom demonstra mai întâi relația b) din teoremă. Menționăm că în închiderea 

cubică nI  a complexului q , orice transversală determinată de clasa de muchii paralele ce 

conține o muchie incidentă vârfului 1x  va conține în mod obligatoriu și o muchie incidentă 

vârfului nx
2

. În baza lemei 5.2.1 și condiției teoremei, rezultă: 


)(

1

2

1
11

1

xQI

q

Inx


− . 

Să demonstrăm acum relația a) din teoremă. Specificăm că, într-un cub n-dimensional nI , 

orice fațetă n-dimensională îl împarte pe acesta în două cuburi )1( −n -dimensionale, care sunt 

fațete cu aceeași dimensiune pentru nI . În cubul n-dimensional putem duce exact n  

transversale, prin urmare, obținem n  perechi de cuburi )1( −n -dimensionale. Notăm prin 

nxxx
221 ,...,,  vârfurile cubului }){,,...,},{(

21110 nxxI nn

n === − . Evident, fiecare 

transversală conține exact câte o muchie incidentă vârfului .
2nx  Din fiecare pereche de cuburi 

)1( −n -dimensionale, determinate de transversalele din nI , alegem acel cub ce conține vârful 

nx
2

 și formăm familia de cuburi )1( −n -dimensionale ).(
2

1
nn xn

I

−
F  Intersecția tuturor cuburilor 

din )(
2

1
nn xn

I

−
F  conține doar un vârf – vârful .

2nx  

Subcomplexul )(1
1

nn

I
I−  conține cel puțin o jumătate din elementele mulțimii q . 

Deoarece  2/nq  , acest subcomplex nu conține vârful 1x  din ,q  însă conține vârful nx
2

 din 

închiderea cubică nI  a lui q . De aici, în conformitate cu cele demonstrate mai sus, rezultă 

afirmația a) din teoremă. 
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Teorema 7. Dacă }){,,...,},{(
21110 nxxI nn

n === −  este un cub n -dimensional, iar 

q  este un subcomplex din )( nn I , format din fațetele cubului nI , generate de mulțimile 

q ,...,, 10 , unde  2/nq  , atunci există un astfel de sistem de ponderi )( ixp  ale vârfurilor 

complexului q , încât pentru orice vârf din )( nn I , calculând funcția (5.9′), obținem: 

),()(
2nxfxf   

unde rolul mulțimii X  îl joacă vârfurile din nI , iar M  reprezintă mulțimea vârfurilor din q . 

Demonstrație. Pentru vârfurile complexului q  fixăm două tipuri de ponderi: 

a) ,1)( =ixp  pentru orice element ;... 110 − qix   

b) ,)( =ixp  pentru orice element ,qix   unde   este un număr suficient de mare. 

(Numărul   poate fi ales astfel încât să fie mai mare decât suma distanțelor calculate 

de la nx
2

 până la toate vârfurile mulțimii .... 110 − q  Acesta nu contravine 

condiţiilor din teoremă) 

Luând în consideraţie structura mulțimii q , precum și cele demonstrate în teorema 6, 

obținem afirmația din teoremă. 

Din cele studiate rezultă că prezintă interes studierea, complexelor de cuburi abstracte n  ce 

posedă următoarele patru proprietăți: 

1) orice cub k -dimensionale nkI int  aparține cel puțin la kn−2  cuburi n -dimensionale, 

nk 0 ; 

2) dacă x  este un vârf de pe frontiera nbd , căruia îi sunt incidente exact t muchii, 

,3 nt   și pe această frontieră există reuniunea ,... 110 − q  atunci închiderea 

cubică a acestui subcomplex aparține lui n ; 

3) grupul de omologii de rangul zero al complexului n  este izomorf cu grupul numerelor 

întregi, adică  0 ;),( ZZn   

4) grupurile de omologii de rangul nk ,...,2,1=   sunt izomorfe cu zero, adică  

 1  ),( Zn
 2  ),( Zn

…   n .0),(  Zn
 

Complexele de cuburi cu proprietăţile indicate mai sus servesc drept model matematic în 

multiple probleme practice legate de amplasarea optimală a unor centre de deservire. Un rol 

aparte aici îi revine problemei medianei, pentru care s-a elaborat o metodă eficientă de calcul. 

Important e că această metodă poate fi generalizată şi pentru cazul unor complexe de cuburi mai 

ganerale. Ba mai mult, cu efortul unor modificări, ea ar putea fi folosită şi în cazul unor 

complexe de poliedre cu proprietăţi speciale. 

 



26 

3.1.4. Referințe bibliografice  

1. Soltan P. On the Homologies of Multy-ary relations and Oriented Hipergraphs. Studii în 

metode de analiză numerică și optimizare, vol. 2, nr. 1(3). Chișinău, 2000, p. 60-81. 

2. Cataranciuc S. G-complex de relații multi-are. Analele ştiinţifice ale USM. Seria „Ştiinţe 

fizico-matematiceˮ. Chişinău, 2006, p. 119-122. 

3. Berge C. Graphs and hypergraphs. New-York: Elsevier, 1973. 

4. Berge C. Theorie des graphes et ses applications. DUNOD, Paris, 1958. 

5. Kenmoshi Yukiko, Atsushi Ismiya, Ichikawa Akira. Discrete combinatorial geometry. 

Pattern Recognition, vol. 30, 1997, no. 10, p. 1719-1728. 

6. Математическая Энциклопедия. T.3, 1982. 

7. Moisil Grigore. Lecții despre logica raționamentului nuanțat. București: Editura Ştiinţifică 

şi Enciclopedică, 1975. 160 p. 

8. Boltyanski V., Martini H., Soltan P. Excursions into Combinatorial Geometry. Berlin: 

Springer, 1997. 

9. Cataranciuc S., Soltan P. Hipergrafuri și omologiile lor. International Conference „Trends in 

the Development of the Information and Communication Technology in Education and 

Managementˮ. March 20-21, 2003. Chișinău, p. 294-300. 

10. Cataranciuc S., Vicol N. Ciclomatic numbers of a class of complex of multi-ary relation. 

Second Conference of the Mathematical Society of the Republic of Moldova. Chişinău, 

August 17-19, 2004, p.316-319. 

11. Курош А.Г. Курс высшей алгебры. Mосква, Наука, 1968. 431с. 

12. Lang S. Algebra. Revised third edition, New York: Springer, 2002. 

13. Kőnig Dénes. Gráfok és mátrixok. Matematikai és Fizikai Lapok, 1931, vol. 38, p.116-119. 

14. Cataranciuc S. Topologia algebrică a relațiilor multi-are. Monografie. Chişinău: CEP USM, 

2015. 228p. 

15. Bollobas B. Modern Graph Theory. USA, MN, 1998. 

16. Berge G. Hypergraphs: combinatorics of finite sets. North-Holland, Amsterdam, 1989. 

267p. 

17. Björner A., Las Vergnas M., Sturmfels B., White N. and Ziegler G.M. Oriented Matroids, 

vol. 46 of Encyclopedia of Mathematics and its Applications. Cambridge Univ. Press., 1993. 

18. Болтянский В.Г. Гомотопическая теория непрерывных отображений и векторных 

полей. Тр. МИАН СССР, 47, Москва: Изд-во АН СССР, 1955. 199c. 

19. Hilton P.I., Wylie S. Homology Theory: An introduction to Algebraic topology. Cambridge: 

Cambridge University Press, 1960. 

20. Erdos P. On extremal problems on graphs and generalized graphs. Israel J. Math., 2, 1964, 

p. 183-190. 



27 

21. Padberg M.W. Total unimodularity and the Euler subgraph problem. Operations Research 

Letters, 7, 1988, p. 173-179. 

 

3.2. ACOPERIREA/DIVIZAREA GRAFURILOR NEORIENTATE CU MULȚIMI D-

CONVEXE    

Problema acoperirii grafului cu mulțimi d-convexe reprezintă o variație a problemei clasice 

de acoperire a unei mulțimi de elemente, cunoscute, în special, datorită rolului acesteia în 

dezvoltarea teoriei complexității algoritmilor, soluționarea problemelor de optimizare discretă și 

multiplelor aplicații practice. 

În cadrul proiectului au fost obținute rezultate noi ce țin de acoperirea/divizarea grafului în 

mulțimi d-convexe netriviale și fost demonstrată NP-completitudinea problemei generale de 

acoperire și a unor variații ale acesteia. Cercetările legate de estimarea numărului maxim de 

divizare d-convexă netrivială a unui arbore au permis stabilirea condițiilor necesare și suficiente 

de existență a divizărilor d-convexe netriviale pentru arbori. Mai mult, în baza formulei de 

estimare a numărului maxim de divizare d-convexă netrivială a fost propus un algoritm 

polinomial de soluționare a problemei de divizare d-convexă netrivială pentru arbori. Problema 

de acoperire/divizare în mulțimi d-convexe a grafului neorientat a fost formulată ca o problemă 

de programare liniară binară. Ceia ce a favorizat dezvoltarea un model matematic de programare 

liniară în numere întregi pentru optimizarea organizării administrativ-teritoriale a Republicii 

Moldova, care fiind implementat în sistemul MATLAB a permis efectuarea simulările necesare 

în baza setului variat de criterii și indicatori (geografici, demografici și financiari). Modelul 

propus s-a dovedit a fi un instrument eficient care în timp real permite generarea scenariilor 

optime. 

 

3.2.1. NP-completitudinea problemelor de acoperire și divizare a grafului neorientat în 

mulțimi d-convexe  

O serie de rezultate ce țin de studierea p-acoperirilor d-convexe au fost obținute de către 

matematicianul D. Artigas care a demonstrate NP-completitudinea acestei probleme pentru cazul 

3p  , iar problema 2-acoperirii unui graf cu mulțimi d-convexe a fost declarată deschisă. În mai 

multe probleme cu caracter teoretico-aplicativ se folosește un caz special al acoperirii d-convexe 

și anume, acoperirea cu mulțimi d-convexe netriviale. 

În cele ce urmează este expus un șir de rezultate noi cu privire la NP-completitudinea 

problemei de acoperire a unui graf neorientat cu două mulțimi d-convexe și a problemei de 

acoperire/divizare în mulțimi d-convexe netriviale. Rezultatele obținute au fost publicate în 
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articolele [1], [3], [5], [7] și prezentate la o serie de conferințe științifice naționale și 

internaționale [4], [8], [11], [12], [16], [19]. 

Vom arăta în continuare că problema 2-acoperirii d-convexe este NP-completă. Pentru 

aceasta, vom reduce problema 1-IN-3 SAT, despre care se cunoaște că este NP-completă, la 

problema 2-acoperirii d-convexe. Să formulăm ambele probleme. 

Problema 1. (Problema 2-acoperirii d-convexe) Fie ( ; )G X U=  un graf neorientat. Să se 

determine dacă există două mulțimi d-convexe în G, astfel încât aceste mulțimi acoperă 

mulțimea X. 

Problema 2. (Problema 1-IN-3 SAT) Fie 1 2{ , ,..., }= nV v v v  o mulțime de variabile și 

},...,,{ 21 mcccC =  o colecție de clauze asupra variabilelor V, unde fiecare clauză c C  satisface 

egalitatea 3=c  și nu conține literali cu negație. Să se determine dacă există o atribuire de 

valori a variabilelor din V, astfel încât orice clauză din C  să conțină exact un literal cu 

valoarea “adevărat”. 

Vom spune că C  este satisfiabilă dacă există o atribuire de valori a variabilelor din V, astfel 

încât C  este satisfiabilă și orice clauză din C  conține exact o variabilă cu valoarea “adevărat”. 

Teorema 1. Problema 2-acoperirii d-convexe este NP-completă. 

Demonstrație: Menționăm că problema 2-acoperirii d-convexe aparține clasei NP, deoarece 

în timp polinomial se verifică d-convexitatea unei mulțimi. Urmează să reducem problema 1-IN-

3 SAT la problema 2-acoperirii d-convexe. Întâi de toate, vom determina structura grafului 

particular ( ; )G X U= , care corespunde unei instanțe arbitrare a problemei      1-IN-3 SAT. După 

această, vom arăta că C  este satisfiabilă dacă și numai dacă pentru G există o 2-acoperire d-

convexă. Vom demonstra că orice 2-acoperire d-convexă a grafului G definește o atribuire de 

valori a variabilelor din V, astfel încât C  este satisfiabilă. Pe de altă parte, vom demonstra că 

orice atribuire de valori a variabilelor din mulțimea V,  pentru  care  C   este  satisfiabilă, 

definește o 2-acoperire d-convexă a grafului G. 

Construim un graf ( ; )G X U=  după cum urmează: 

Mulțimea de vârfuri X este alcătuită din următoarele mulțimi:  

a) 
1 2{ , ,..., }n=V v v v , 1 2 3 4 5{ , , , , , }Y f y y y y y= , 1 2 3 4 5{ , , , , , }Z t z z z z z= ; 

b) }1|{ mjfF j = , }1|{ mjtT j = ; 

c) }31,1|{ = imjlL i

j , { |1 , 1 3}i

j j m i=    L l , }31,1|{ = imjqQ i

j . 

Obținem X Y Z F T L Q= U U U U U U UV L .  

Fiecare variabilă iv V  corespunde vârfului i v V , 1 i n  . Fiecărei clauze j c C , 

1 j m  , îi corespund unsprezece vârfuri: 
1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , , , ,j j j j j j j j j j jf l l l q q q tl l l . 
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Mulțimea de muchii U satisface condițiile:  

a) QUV  formează o clică în G; 

b) 
3 4( ) { , }f Q F y y = U U UV  și 

3 4( ) { , }t Q T z z = U U UV ; 

c) 
5 3 4( ) { , }y F y y = U  și 

5 3 4( ) { , }z T z z = U ; 

d) 
1 2 3 4( ) ( ) { , }y y y y =  =  și 

1 2 3 4( ) ( ) { , }z z z z =  = ; 

e) fiecărei clauze { , , }j a b cv v v=c , 1 j m  , îi corespund optsprezece muchii: 

1 2 3{ , },{ , },{ , }j a j b j cl l lv v v , 1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , }j j j j j j j j j j j j j j j j j jl f l f l f t t t q q ql l l l l l  

, 1 2 1 3 2 1 2 3 3 1 3 2{ , },{ , },{ , },{ , },{ , },{ , }j j j j j j j j j j j jl l l l l ll l l l l l .
 

Fără a pierde din generalitate, excludem cazul trivial 1=C . Vom considera 2C . 

Dacă pentru ( ; )G X U=  există o 2-acoperire d-convexă, atunci C  este satisfiabilă.  

Fie 2 ( ) { , }f tG S S=P  o 2-acoperire d-convexă a grafului G. Se observă cu ușurință că pentru 

orice }2,1{, ji  se obține ({ , })i jd conv y z X− = . 

Fie că 1 2, fy y S , 
1 2, tz z S , 

1 3 4 5{ , , , }S y y y f F= U  și 
2 3 4 5{ , , , }S z z z t T= U . 

Menționăm în continuare câteva proprietăți importante. 

Proprietatea 1: 1 tS S = I   și 
2 fS S = I . 

Se verifică că 
1 1 2({ , })S d conv y y −  și 

2 1 2({ , })S d conv z z − , ceea ce implică relațiile 

1 fS S  și 2 tS S . 

Mai mult, pentru orice { }u f F U  obținem: 

2 1 2({ , } ) ({ } ) ( ) ( )t fd conv u t T d conv f F S d conv S S d conv S S X−  −  −  − =U U U U U . 

Ca rezultat, 
tu S  pentru orice { }u f F U . 

De asemena, pentru orice { }u t T U  obținem: 

1 1 2({ , } ) ({ } ) ( ) ( )−  −  −  − =t fd conv u f F d conv t T S d conv S S d conv S S XU U U U U .  

Ca rezultat, fu S  pentru orice { }u t T U . În final, avem 1 tS S = I   și 
2 fS S = I . 

Proprietatea 2: Mulțimile , ,L QV  și L  sunt univoc interdependente. 

Dacă vârful 
i

jl  aparține mulțimii tS , atunci ( )i

j tГ l SI V  și vârfurile 
k

jl  aparțin mulțimii 

tS , pentru orice k, 1 3k  , k i . Dacă vârful iv  aparține mulțimii tS , atunci ( )i tГ L SIv  și 

pentru orice 
a

jl , care aparține mulțimii ( )iГ LIv , vârfurile 
k

jl  aparțin mulțimii tS , pentru orice k, 

1 3k  , k a . Vârful 
i

jl  aparține mulțimii fS  dacă și numai dacă 
i

jq  aparține mulțimii fS . 
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Dacă vârful 
i

jl  face parte din mulțimea 
fS , atunci ' { :1 3, }k

j fL l k k i S=      și ( )k

jГ l I V  se 

conține în 
fS , pentru orice 'k

jl L .  

Proprietatea 3: Exact un vârf din 1 2 3{ , , }j j j jL l l l=  aparține mulțimii tS  și exact un vârf din 

1 2 3{ , , }j j j j=L l l l  aparține mulțimii fS , pentru orice j, 1 j m  . 

Exact un vârf din 1 2 3{ , , }j j j jL l l l=  aparține mulțimii tS , pentru orice j, 1 j m  . În caz 

contrar, dacă cel puțin două vârfuri diferite 
a

jl  și 
b

jl  din 
jL  aparțin mulțimii tS , atunci și 

jf  

aparține mulțimii tS . Ținând cont de proprietatea 1, se obține contradicție. Dacă nici un vârf din 

jL  nu aparține mulțimii tS , atunci 
j fL S , 1 2 3{ , , }j j j j fS= L l l l  și 

jt  aparține mulțimii 
fS . Având 

în vedere proprietatea 1, se obține contradicție. Prin analogie, se demonstrează că exact un vârf 

din 
1 2 3{ , , }j j j j=L l l l  aparține mulțimii fS , pentru orice j, 1 j m  .  

Vom asocia mulțimea V  cu V și L cu C , astfel încât orice 2-acoperire d-convexă a grafului 

G să reprezinte o astfel de atribuire de valori a variabilelor V, încât variabila iv  conține valoarea 

“adevărat” dacă și numai dacă i tSv . 

Din proprietățile 1, 2 și 3 rezultă că dacă în G există o 2-acoperire d-convexă 2 ( ) { , }f tG S S=P , 

atunci C  este satisfiabilă. Totodată, din cele menționate mai sus, putem afirma că mulțimile tS  

și fS  sunt netriviale și disjuncte.  

Dacă C  este satisfiabilă, atunci pentru ( ; )G X U=  există o 2-acoperire d-convexă.  

Fie că există o astfel de atribuirea a variabilelor V cu valorile “adevărat” și “fals”, încât C  

este satisfiabilă. Vom construi pentru graful G o familie de acoperire 2 ( ) { , }f tG S S=P  după cum 

urmează: 

1. Definim mulțimea 
1 2 3 4 5{ , , , , , }tS z z z z z t T= U ; 

2. Pentru orice variabilă iv  din V cu valoarea “adevărat” adăugăm vârful iv  și mulțimea  

' ( )iL L=  Iv   la tS  și pentru orice 'a

jl L  adăugăm vârfurile 
b

jq  și 
b

jl  la tS , astfel încât ~b a

j jll  

și ~b b

j jq l ; 

3. Definim mulțimea \f tS X S= . 

Se verifică că 2-acoperirea d-convexă obținută 2 ( )GP  satisface proprietățile 1, 2 și 3. Prin 

urmare, dacă C  este satisfiabilă, atunci pentru ( ; )G X U=  există o 2-acoperire d-convexă. De 

asemenea, observăm că mulțimile tS  și fS  sunt netriviale și disjuncte. 

Consecința 1. Problemele 2-divizării d-convexe, 2-divizării d-convexe netriviale și           2-

acoperirii d-convexe netriviale sunt NP-complete. 
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Demonstrație: Din construcția grafului particular G din Teorema 1, care corespunde 

instanței arbitrare a problemei 1-IN-3 SAT, rezultă că G  poate fi acoperit cu două mulțimi          

d-convexe care, implicit, sunt netriviale și disjuncte. Prin urmare, orice 2-acoperire d-convexă a 

grafului G este și o 2-divizare d-convexă. De asemenea, orice 2-acoperire d-convexă a grafului G 

este și o 2-acoperire d-convexă netrivială. 

Din faptul că problema p-acoperirii d-convexe este NP-completă, pentru orice 3p  , se 

deduce următoarea consecință. 

Consecința 2. Problema p-acoperirii d-convexe este NP-completă, pentru orice 2p  . 

Problema de acoperire/divizare d-convexă netrivială 

În cele ce urmează sunt expuse rezultatel cu privire la complexitatea problemelor de 

acoperire și divizare d-convexă netrivială. Să definim următoarele trei probleme. 

Problema 3. (p-acoperire d-convexă netrivială) Fie dat un graf neorientat ( ; )G X U=  și 

un număr întreg 2p  . Să se determine dacă există p mulțimi d-convexe netriviale, care 

acoperă mulțimea X. 

Problema 4. (p-divizare d-convexă netrivială) Fie dat un graf neorientat ( ; )G X U=  și un 

număr întreg 2p  . Să se determine dacă există p mulțimi d-convexe netriviale, care divizează 

mulțimea X. 

Problema 5. (p-divizare în clici) Fie dat un graf neorientat ( ; )G X U=  și un număr întreg 

3p  . Să se determine dacă există p clici în G, care divizează mulțimea X. 

Problema p-divizării în clici este problema NP-completă bine cunoscută. Vom reduce 

aceasta problemă la problemele p-acoperirii și p-divizării d-convexe netriviale.  

Teorema 2. Problema p-divizării d-convexe netriviale este NP-completă pentru orice 

3p  . 

Demonstrație: Problema p-divizării d-convexe netriviale aparține clasei NP, deoarece în 

timp polinomial se verifică d-convexitatea unei mulțimi. Fie ( ; )G X U=  un graf al problemei de 

p-divizare în clici. Fără a pierde din generalitate, considerăm că G  nu este complet. Începem cu 

construirea unui graf particular ' ( '; ')G X U=  al problemei p-divizării d-convexe netriviale în 

baza grafului G prin adăugarea a două mulțimi de vârfuri 1 2{ , ,..., }pY y y y=  și 1 2{ , ,..., }pZ z z z=  

la mulțimea X, astfel încât să se formeze mulțimea 'X X Y Z= U U  și să fie adevărate egalitățile 

( ) { }i iy X z = U  și ( ) { }i iz X y = U , pentru orice i, 1 i p  . 

Fie ( )p GP  o p-divizare în clici a grafului G, 3p  . Prin adăugarea vârfurilor ix  și iy  la 

mulțimea ( )i pX GP  pentru orice i, 1 i p  , obținem o p-divizare în clici netriviale a lui 'G . 

Așadar, se obține o p-divizare d-convexă netrivială a grafului 'G . 
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Pe de alta parte, fie ( ')p GP  o p-divizare d-convexă netrivială a lui 'G , 3p  . Fiecare 

mulțime d-convexă din ( ')p GP  conține cel puțin un vârf, care aparține mulțimii X. Prin urmare, 

rezultă că prin eliminarea mulțimii { , }i ix y  din ( ')i pX GP , pentru orice i, 1 i p  , obținem o 

p-divizare în clici a grafului G. 

Teorema 3. Problema p-acoperirii d-convexe netriviale este NP-completă pentru orice 

3p  . 

Demonstrație: Problema p-acoperirii d-convexe netriviale aparține clasei NP, deoarece în 

timp polinomial se verifică d-convexitatea unei mulțimi. Construim graful particular 

' ( '; ')G X U=  al problemei p-acoperirii d-convexe netriviale din graful general ( ; )G X U=  al 

problemei p-divizării în clici, folosind procedeul descris în Teorema 2. Cum s-a menționat în 

teorema de mai sus, orice mulțime d-convexă proprie a grafului 'G  formează o clică. Fie ( ')p GP  

o p-acoperire d-convexă netrivială a grafului 'G . Obținem familia de mulțimi 

1 2{ , ,..., }pX X X=P , pentru care 
* \{ , }=i i i iX X x y , unde 

* ( ')i pX GP , 1 i p  , 3p  . Familia 

P  poate să nu formeze o divizare în clici a lui G. Prin eliminarea mulțimilor din P , care se 

conțin în reuniunea celorlalte mulțimi și prin eliminarea ulterioară a vârfurilor repetitive se 

obține familia de clici ( )k GP , k p , care divizează graful G. Se observă că dacă un graf poate fi 

divizat în q clici și cel puțin o clică C nu este formată dintr-un singur vârf, atunci în urma 

divizării clicii C în două clici disjuncte se obține o divizare în 1q +  clici a grafului G. Prin 

urmare, pentru G există o p-divizare în clici. 

Totodată, cunoaștem că orice p-divizare în clici a grafului G, 3p  , implică existența p-

divizării d-convexe netriviale a lui 'G . Din faptul că orice p-divizare d-convexă netrivială este și 

p-acoperire d-convexă netrivială, rezultă că orice p-divizare în clici a lui G, 3p  , implică 

existența p-acoperirii d-convexe netriviale a grafului 'G . 

Combinând Teoremele 2 și 3 cu Consecința 1. obținem următorul rezultat. 

Consecința 3. Problemele p-acoperirii și p-divizării d-convexe netriviale sunt NP-complete 

pentru orice 2p  . 

 

3.2.2. Divizarea arborilor în mulțimi d-convexe netriviale 

Mai sus a fost arătat că atât problema centrală de acoperire a unui graf cu mulțimi d-

convexe, precum și unele variații ale acesteia (în cazul când mulțimile sunt și netriviale) sunt 

NP-complete. Din aceste considerente merită atenție studierii acestor probleme pe unele clase de 

grafuri, care se regăsesc la soluționarea problemelor practice. Prin urmare problema acoperirii și 

divizării a fost studiată pentru diferite clase de grafuri, cum ar fi: grafurile triangulate, grafurile 
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ce formează puterea ciclului, grafurile cactus, arbori etc. Rezultatele obținute au fost publicate în 

lucrările [2], [4], [5] și prezentate la o serie de conferințe științifice [8], [15], [17], [18], [21]. 

În cele ce urmează vom prezenta cele mai consistente rezultate care se referă la divizarea 

arborilor în mulțimi d-convexe netriviale. Pentru început vom defini două clase de arbori cu 

structura specială A  și B . 

Clasei A  îi corespund arborii G , care satisfac condițiile: 

1) 
1 2 1 2 '( ) { , , , ,..., , , ,..., }k kX G x y x x x y y y= , pentru care , ' 2k k  ; 

2) 
'

1 1
( ) {{ , }} {{ , }} {{ , }}

= =
=

k k

i ii i
U G x y x x y yU UU U . 

Clasei B  îi corespund arborii construiți după cum urmează:  

1) Selectăm numerele 0k  , ' 2k  , 1 2k   și pentru orice i, 2 'i k  , selectăm 1ik .  

2) Dacă 1k  , atunci se definesc mulțimile 0 1
{ } { }

k

ii
X x x

=
= UU  și 

k

i ixxU
1 0 }},{{

=
= , altfel 

0{ }X x=  și =U . 

3) Obținem 
'

1
( ) { }

ik k j

ii j o
X G X x

= =
= UU U , 

' '0 0

01 1
( ) {{ , }} {{ , }}

ik k k j

i i ii i j o
U G U x x x x

= = =
= U UU U U . 

Ușor ne putem convinge că diametrul arborilor ce fac parte din familia A  este 3, iar a celor 

din B  este 4. Mai mult, orice arbore din familiile A  și B  conține cel puțin câte 6 vârfuri. 

Următorul algoritm determină daca un arbore G aparține sau nu familiilor A  sau B . 

Algoritm 1. 

Input: Un arbore conex neorientat ( ; )=G X U . 

Output: DA A : G aparține familiei A , sau DAB : G aparține familiei B , sau NU: G nu 

aparține nici unei familii. 

1:   if  0 ( ) 5 X G  then return NU 

2:   if  0 ( ) 2 diam G  or ( ) 5diam G   then return NU 

3:   if  ( ) 4diam G =  then goto step 9  

4:   0flag =  

5:   for every x X  do 

6:    if ( ) 3x   then 1flag flag +  

7:   if 2flag =  then return DA A  

8:   else return NU 

9:   for every , ,x y z X , x y , y z , x z  do 

10:   if ( , ) ( , ) ( )d x z d y z diam G= =  and ( ) ( )x y   I  then return DAB  

11: return NU 
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Teorema 4. Algoritmul 1 determină în timp 3( )O n  dacă un arbore conex neorientat G 

aparține familiei A  sau familiei B . 

Demonstrație: Corectitudinea algoritmului rezultă din construcția grafurilor din familiile 

A  și B . Evident, pașii 1, 4, 7, 8 și 11 se execută în timp constant. Pașii 2 și 3 determină 

diametrul arborelui G și dacă pentru aceasta se folosește algoritmul Floyd–Warshall, atunci 

complexitatea de execuție a pașilor 2 și 3 este 3( )O n . În pașii 5 și 6 se execută doar o singură 

parcurgere a vârfurilor arborelui G, prin urmare timpul necesar pentru implementarea este ( )O n . 

După execuția pașilor 2 și 3 devin cunoscute toate perechile de vârfuri distanța dinte care este 

egală cu diametrul arborelui G, ceea ce implică că pașii 9 și 10 se execută în timp 3( )O n . În baza 

celor menționate putem afirma că complexitatea finală a algoritmului este 3( )O n . 

Fie 1 2[ , ,..., ]kL x x x=  un lanț într-un arbore G, 2k . Prin ( )LR x  vom nota mulțimea de 

vârfuri ( )v X G , pentru care există un lanț ' [ ,..., ]L x v=  în G, astfel încât 'L  nu conține vârfuri 

din L, cu excepția vârfului x, care aparține lui L. 

Teorema 5. Pentru un arbore G există o 2-divizare d-convexă netrivială dacă și numai dacă 

este satisfăcută una din condițiile: 

a) ( ) 5diam G  ; 

b) GA ; 

c) GB . 

Demonstrație: Orice graf, care poate fi divizat în două mulțimi d-convexe netriviale, 

conține cel puțin 6n  vârfuri. 

Vom analiza 2-divizare d-convexă netrivială a arborelui G în dependență de diametrul lui. 

Presupunem că ( ) 2diam G = . În acest caz G reprezintă un graf stea, dar se verifică 

nemijlocit că nici un graf stea nu poate fi divizat în 2 mulțimi d-convexe netriviale. 

Presupunem acum că ( ) 3diam G = . Selectăm două vârfuri , ' ( )x x X G , pentru care există 

un lanț [ , , , ']L x y z x= . Evident, lungimea lanțului L este egală cu diametrul lui G și nu există un 

alt lanț care unește vârfurile x  și 'x . Rezultă că x  și 'x  sunt două vârfuri terminale în G, adică, 

( ) { }x y =  și }{)'( zx = . Condiția 6n  implică existența încă cel puțin a două vârfuri diferite 

de x, y, z și 'x . Fie ( )v X G  este diferit de x, y, z, 'x  și ( )Lv R y , astfel încât ( , ) 2d v y  , sau 

( )Lv R z  și ( , ) 2d v z  . Atunci, se obține o contradicție, deoarece ( , ') ( , ) 2d y x d x z= =  și 

lungimea lanțurilor 1 [ ', , ,..., ]L x z y v=  și ],...,,,[2 vzyxL =  este mai mare decât 3. În consecință, 

toate vârfurile arborelui G, diferite de x, y, z, 'x  sunt adiacente cu y sau cu z. În același timp, 

dacă ( ) { , }y x z =  sau ( ) { , '}z y x = , atunci se verifică că pentru G nu există nici o 2-divizare d-

convexă netrivială. În caz contrar, există o 2-divizare d-convexă netrivială: 
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( ) {{ , } ( ),{ , '} ( )}L LG x y R y z x R z= U UP . 

Cu alte cuvinte, în cazul ( ) 3diam G =  arborele G poate fi divizat în două mulțimi d-convexe 

netriviale dacă și numai dacă GA . 

Presupunem că ( ) 4diam G = . Selectăm două vârfuri , ' ( )x x X G , pentru care există un 

lanț [ , , , , ']L x y z h x= . Desigur, lungimea lanțului L este egală cu ( )diam G  și vârfurile x și 'x  

sunt terminale. Condiția 6n  implică existența cel puțin a unui vârf v ,diferit de x, y, z, h și 'x . 

Dacă v este adiacent cu y sau cu h atunci pentru G există o 2-divizare d-convexă netrivială: 

( ) {{ , } ( ),{ , , '} ( ) ( )}L L LG x y R y z h x R z R h= U U UP  sau 

( ) {{ , , } ( ) ( ),{ , '} ( )}L L LG x y z R y R z h x R h= U U UP , respectiv. 

Admitem că nu există vârfuri diferite de x, y, z, h și 'x , care să fie adiacente cu y sau cu h. 

Rezultă că există vârfurile 'z  diferite de y, h și adiacente cu z. Dacă ( ') 1 =z  sau ( ') 2 =z , 

pentru orice astfel de vârfuri 'z , atunci se observă că pentru G nu există 2-divizare d-convexă 

netrivială. Admitem că sunt cel puțin două vârfuri ''z  și '''z  diferite de z și adiacente cu 'z , ceea 

ce însemnă că | ( ') | 3z  . Atunci, există un lanț [ '', ', , , ]L z z z y x= . Cum anterior a fost 

demonstrat, în aceste condiții, pentru G există o 2-divizare d-convexă netrivială. Generalizând 

toate cele spuse, putem afirma că în cazul ( ) 4diam G =  există o 2-divizare d-convexă netrivială 

a arborelui G dacă și numa dacă GB . 

Presupunem că ( ) 5diam G  . Există două vârfuri terminale x și 'x  în G, astfel încât 

( , ') ( )d x x diam G= . Fie 1 2[ , , ,..., , ']kL x x x x x= , 4k  , un lanț în G, care unește vârfurile x și 

'x . Evident, L conține cel puțin 6 vârfuri. Mai mult, lanțul L este unic. Prin urmare, lanțurile 

1 2[ , , ]x x x  și 
3[ ,..., , ']kx x x  generează o divizare a grafului G în două mulțimi d-convexe 

netriviale: 

 2

1 3
( ) { } ( ),{ '} ( )

ki i

L Li i
G x R x x R x

= =
= U UU UP . 

Teorema 6. Pentru orice arbore G cu 6n   vârfuri, care poate fi divizat în mulțimi       d-

convexe netriviale, există p-divizare d-convexă netrivială, 
max2 ( )cnp G  . 

Demonstrație: Pentru arborele, care poate fi divizat în mulțimi d-convexe netriviale, există 

o divizare d-convexă netrivială maximă max ( )
cn

G

P . Dacă 

max ( ) 2cn G = , atunci teorema este 

demonstrată. Dacă 
max ( ) 3cn G  , atunci amalgamăm mulțimile d-convexe vecine de 

max ( ) 2cn G −  

ori, astfel se generează p-divizările d-convexe netriviale, 
max2 ( )cnp G  . Prin urmare, afirmația 

teoremei este satisfăcută. 

Consecința 4. Pentru orice arbore G cu 6n   vârfuri, care poate fi divizat în mulțimi         

d-convexe netriviale, există o 2-divizare d-convexă netrivială. 
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Consecința 5. Pentru un arbore G cu 6n   vârfuri există o p-divizare d-convexă netrivială 

pentru orice p, 
max2 ( )cnp G  , dacă și numai dacă este satisfăcută una din condițiile: 

a) ( ) 5diam G  ; 

b) GA ; 

c) GB . 

Fie ( )C G  mulțimea vârfurilor terminale ale arborelui G, iar x un vârf, care satisface una din 

condițiile: 

a) | ( ) ( ) | 2x C G I ; 

b) există un vârf ( )y x , astfel încât ( ) { , }y x z =  și ( )z C G . 

Definim mulțimea 

1 2 1 2 2{ } { ( ) : ( ) ( )} { , ( ) : ( ) { , }, ( )}xS x v X G v x C G v v X G v x v v C G=     = U I U , 

pe care o vom numi mulțimea terminală netrivială a arborelui G. Remarcăm că xS  formează 

o mulțime d-convexă netrivială a lui G. Vom spune că un vârf z al arborelui G corespunde 

mulțimii xS , dacă z se conține în xS . 

Prin ( )GS  vom nota familia mulțimilor terminale netriviale ale arborelui G.  

Lema 1. Mulțimile terminale netriviale din ( )GS  sunt disjuncte două câte două. 

Demonstrație: Presupunem contrariul. Atunci există cel puțin două mulțimi terminale 

netriviale diferite xS  și yS , care se intersectează. În baza definiției mulțimilor terminale 

netriviale rezultă că x y=  și prin urmare x yS S= . Contradicție obținută demonstrează afirmația 

lemei. 

Lema 2. Familia ( )GS  este unică în G. 

Demonstrație: Corectitudinea lemei rezultă din definiția mulțimii terminale netriviale și din 

Lema 1. 

Lema 3. Orice mulțime terminală netrivială din ( )GS  aparține exact unei singure mulțimi 

din max ( )
cn

G

P , astfel încât oricare două mulțimi terminale netriviale nu aparțin aceleiași mulțimi 

din max ( )
cn

G

P . 

Demonstrație: Ținând cont de definiția mulțimilor terminale netriviale și definiția divizării 

d-convexe, rezultă că orice mulțime din ( )GS  aparține exact unei singure mulțimi din max ( )
cn

G

P . 

Presupunem că există o mulțime max ( )
cn

C G


P , în care se conțin cel puțin două mulțimi 

terminale netriviale ale arborelui G. Fie CS  este familia mulțimilor terminale netriviale, ce fac 

parte din C și | | 2Ck = S . Din Lemele 1 și 2, cunoaștem că ( )GS  este unică și toate mulțimile 

terminale netriviale sunt disjuncte două câte două. Putem diviza C în mulțimi d-convexe 
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netriviale disjuncte 1S , 2S , ..., kS , astfel încât fiecare mulțime să conțină exact o mulțime 

terminală netrivială din CS . Dacă unele vârfuri din C rămân neacoperite cu mulțimile 1S , 2S , ..., 

kS , atunci din aceste vârfuri selectăm un vârf x, astfel încât x să fie adiacent cu un vârf 

Sy , 1 2{ , ,..., }kS S S S , și îl adăugăm la S. În cazul în care mai rămân vârfuri neacoperite, 

repetăm operația. Deoarece 2k  , obținem o nouă divizare d-convexă netrivială ( )GP  care 

satisface inegalitatea )()( max GG
cn

PP  . Contradicție obținută demonstrează corectitudinea 

lemei. 

Lema 4. Pentru orice arbore G cu 2 ( ) 4diam G   există cel puțin o mulțime terminală 

netrivială. 

Demonstrație: În baza definiției mulțimii terminale netriviale putem afirma că orice arbore 

G, diametrul căruia este ( ) 2diam G = , conține exact o mulțime terminală netrivială ( )xS X G= . 

Se verifică cu ușurință că pentru un arbore GA  există exact două mulțimi terminale netriviale 

și pentru un arbore BG  există cel puțin două mulțimi terminale netriviale. În mod similar, se 

verifică că pentru un arbore G cu ( ) 3diam G = , care nu aparține familiei A , sau cu 

( ) 4diam G = , care nu face parte din B , există exact o singură mulțime terminală netrivială 

( )xS X G= . Prin urmare, lema este demonstrată.  

Lema 5. Pentru orice arbore G cu ( ) 5diam G   există cel puțin două mulțimi terminale 

netriviale. 

Demonstrație: Fie G un arbore cu ( ) 5diam G  . Fie atunci x și y două vârfuri, astfel încât 

( , ) ( )d x y diam G= . Admitem că x nu corespunde nici unei mulțimi terminale netriviale din G. 

Din definiția mulțimii terminale netriviale rezultă că x este adiacent cu vârful  z care, la rândul 

său, este adiacent cu cel puțin două vârfuri diferite de x, toate neterminale. Fie 1z , 2z , ..., kz , 

2k  , vârfurile diferite de x și adiacente cu z. Deoarece G este un arbore, lanțul ce leagă 

vârfurile x și y conține exact un vârf 1 2' { , ,..., }kz z z z . Din faptul că 1z , 2z , ..., kz  nu sunt 

vârfuri terminale, pentru orice 1 2'' { , ,..., }\{ '}kz z z z z  există un alt vârf *z  diferit de z, astfel 

încât *z  este adiacent cu ''z . Întrucât, pentru orice două vârfuri în G există doar un singur lanț 

ce le unește, pentru *z  se obține ( *, ) ( )d z y diam G . Astfel, are loc o contradicție. Din aceleași 

considerente, se obține o contradicție dacă se presupune că y nu corespunde nici unei mulțimi 

terminale netriviale. Dat fiind faptul că ( ) 5diam G  , vârfurile x și y corespund mulțimilor 

terminale netriviale diferite. Prin urmare, pentru un arbore G cu ( ) 5diam G   există cel puțin 

două mulțimi terminale netriviale. 
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În cele ce urmează propunem un algoritm, care determină toate mulțimile terminale 

netriviale ale arborelui G. 

Algoritm 2. 

Input: Un arbore conex neorientat ( ; )=G X U .  

Output: Familia de mulțimi terminale netriviale ( )GS . 

1:  ( )G S , ( )C G   

2:  for every x X  do 

3:   if | ( ) | 1x =  then ( ) ( ) { }C G C G x U  

4:  for every \ ( )x X C G  do 

5:  0flag =  

6:  for every ( )y x  do 

7:  if ( ) { , }y x z =  and ( )z C G  then 1flag =  

8: if | ( ) ( ) | 2x C G I  then 1flag =  

9: if 1flag =  then  

10:         { } { ( ) : ( ) ( )}xS x v X G v x C G=  U I U 

1 2 1 2 2{ , ( ) : ( ) { , }, ( )}v v X G v x v v C G  = U  

11:  ( ) ( ) { }xG G S US S   

12: return ( )GS  

Teorema 6. Algoritmul 2 determină în timp 2( )O n  familia de mulțimi terminale netriviale 

( )GS  a unui arbore conex neorientat G. 

Demonstrație: Corectitudinea algoritmului rezultă din Lemele 1, 2, 3, 4 și 5. Este evident că 

pașii 1 și 12 se execută în timp constant iar pașii 2 și 3 au nevoie de o singură parcurgere a 

vârfurilor grafului G, de unde rezultă că complexitatea execuției acestor pași este ( )O n . În pașii 

4 - 11 se execută două cicluri imbricate, ceea ce înseamnă că complexitatea pașilor 4 - 11  este 

2( )O n . Așadar, complexitatea finală a algoritmului pentru determinarea  familiei de mulțimi 

terminale netriviale este 2( )O n . 

Fie ( )GE  familia de subarbori, care se obține după eliminarea din G mulțimilor terminale 

netriviale din familia ( )GS . 

Teorema 7. Dacă G este un arbore, atunci: 

max

' ( )max
( ) ( '), ( ) 3;

( )
0, 0 ( ) 2.


 

 + 
= 

 

 cnG G

cn

G G dacă X G
G

dacă X G

E
S

 



39 

Demonstrație: Ținând cont de Lema 3, se observă că prin eliminare din G a mulțimilor 

terminale netriviale care aparțin familiei ( )GS , de fapt, se șterg mulțimile d-convexe netriviale 

minimale, care conțin mulțimile terminale netriviale respective. Mai mult, după efectuarea 

acestor eliminări se obține familia de subarbori ( )GE , dintre care unii pot conține, la rândul său, 

mulțimile terminale netriviale.  

Dacă 2)(0  GX , atunci evident 
max ( ) 0cn G = . În caz contrat, dacă 3)( GX , atunci 

ținând cont de Lemele 1, 2, 3, 4 și 5, se obține: 

max max

' ( )
( ) | ( ) | ( ')cn cnG G
G G G 


= + E
S . 

Propunem o procedură recursivă )(GMax , care determină numărul de divizare d-convexă 

netrivială maximă 
max ( )cn G  pentru un arbore G și vom demonstra că procedura )(GMax  se 

execută în timp polinomial. 

( )Max G  

Input: Un arbore conex neorientat ( ; )=G X U . 

Output: Numărul de divizare d-convexă netrivială maximă )(max Gcn . 

1:  if 0 ( ) 2X G   then return 0 

2:  apply Algoritm 3.2: cu ajutorul Algoritmului 3.2 se determină familia ( )GS   

3:  for every ( )S GS  do  

4:  \X X S  

5:  for every { , }x y U  do 

6:  if x X  or y X  then \{{ , }}U U x y . 

7:  ( )G E  

8:  for every componentă conexă 'G G  do 

9:   ( ) ( ) { '}G G G UE E  

10: for every ' ( )G GE  do 

11:   apply )'(GMax  

12: return 
max max

' ( )
( ) | ( ) | ( ')cn cnG G
G G G 


= + E
S  

Teorema 8. Procedura )(GMax  determină în timp 
3( )O n  numărul de divizare              d-

convexă netrivială maximă )(max Gcn  a arborelui G. 

Demonstrație: Ținând cont de Teorema 7, putem afirma că procedura )(GMax  returnează 

numărul )(max Gcn . Conform Teoremei 7, timpul de execuție al procedurii )(GMax  în caz 

general este: 
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2

1

( ) ( ) ( )
k

i

i

T n T n O n
=

= + , 

unde 
1

6
=

 −
k

ii
n n  și 1k  . 

În cel mai rău caz, orice arbore examinat conține exact două mulțimi terminale netriviale, 

astfel încât fiecare din ele constă din trei elemente, după eliminarea cărora din G rămâne un 

singur subarbore. În acest caz timpul de execuție este: 

2( ) ( 6) ( )T n T n O n= − + . 

Folosind progresia aritmetică, obținem 
3( ) ( )T n O n= . Așadar, complexitatea finală a 

procedurii )(GMax  este 
3( )O n . 

Consecința 6. Se determină în timp 
3( )O n

 
dacă pentru un arbore G cu 6n   vârfuri există 

o p-divizare d-convexă netrivială pentru orice p, 1
3

 
   

 

n
p . 

 

3.2.3. Formularea problemei de acoperire d-convexă a grafului neorientat în termeni de 

programare liniară binară cu aplicații în soluționarea problemelor practice  

Deoarece problema de acoperire d-convexă este NP-completă, este util de dezvoltat aparatul 

matematic care ar permite utilizarea pachetelor de calcul științific performant (MATLAB, 

Wolfram Mathematica) pentru soluționarea problemelor aplicative ce se reduc la problema de 

acoperire d-convexă. Mai jos este formulată problema de acoperire d-convexă, ca una din 

variantele a problemei de optimizare (minimizarea numărului de mulțimi d-convexe netriviale 

care formează o acoperire a grafului neorientat) în termeni de programare liniară binară.  

Fie );( EVG =  un graf neorientat. Modelul de programare liniară binară al problemei de 

acoperire d-convexă netrivială minimă a grafului G se formulează în felul următor: 


=

→
n

i

iix
1

min  
(1) 


=

−−
n

i

iix
1

2  
(2) 

nixx
n

ijj

iiij ,1,02
,1

=+− 
=

 
(3) 

njMxx
n

jii

jjij ,1,1
,1

=−−− 
=

 
(4) 

njMMxx
n

jii

jjij ,1,
,1

=+
=

 
(5) 
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njixx iiij ,1,,0 =−  (6) 

njilyvvx lijji

vvk

lk

ji

,1,,,0,
,

=+− 


 (7) 

njilyxx lijljli ,1,,,1 =−+  (8) 

njilxy lilij ,1,,,0 =−  (9) 

njilxy ljlij ,1,,,0 =−  (10) 

njilyx lijij ,1,,},1,0{, =  (11) 

Funcția obiectiv (1) minimizează numărul de mulțimi ce formează o acopere d-convexă 

netrivială a grafului G. Restricțiile (2-6) verifică dacă mulțimile obținute formează o acoperire 

netrivială a grafului G. Restricțiile (7-10) verifică dacă fiecare mulțime netrivială este și              

d-convexă, iar (11) definește natura variabilelor decizionale. Modelul propus operează cu familia 

de mulțimi X formată din nV =||  mulțimi  iniii xxxX ,...,, 21= , ni 1 . Variabilele ijx  

corespund vârfurilor jv , nj 1 . Dacă 1=ijx , atunci vârful jv  intră în componența mulțimii în 

care se conține și vârful iv . În același timp, vârful iv  pentru care 1=iix  este rezident în 

acoperirea d-convexă netrivială formată și determină în mod univoc mulțimea din care face 

parte. Rezultatele cu privire la modelul propus au fost publicate în lucrările [9], [10] și [13]. 

Modelul dezvoltat a stat la baza unui alt model care a fost dezvoltat pentru soluționarea 

problemei de optimizare administrativ-teritorială a țării. În continuare este formulată problema 

propriu zisă și modelul matematic destinat soluționării acesteia. 

Se cunoaște că administrația publică eficientă la nivel local și național este o condiție 

importantă pentru dezvoltarea durabilă a Republicii Moldova. Această condiţie este evidențiată 

în documentele de politici, cum ar fi Strategia Națională de Dezvoltare "Moldova 2020" sau 

Programul de activitate al Guvernului pentru perioada 2016-2018. 

Actuala structură administrativ-teritorială a Republicii Moldova este extrem de fragmentată: 

898 autorități publice locale (APL) de nivelul întâi (orașe şi sate) şi 35 raioane, municipii și UTA 

Găgăuzia (APL de nivel doi) pentru o populație totală de 2,9 milioane (conform recensământului 

din 2014). Numărul mediu de locuitori într-o unitate administrativ-teritorială (UAT), excluzând 

Municipiului Chişinău, este de 2800, în condițiile în care experiența UE arată că dimensiunea 

optimă a unei UAT pentru a asigura furnizarea serviciilor de calitate precum și pentru a facilita 

dezvoltarea economiei locale este de circa 30,000 locuitori. Aproape 90% din UAT au mai puțin 

de 5000 de locuitori și mai mult de o treime din UAT au mai puțin de 1500 locuitori. 

Fragmentarea excesivă în cadrul actualei organizări administrativ-teritoriale generează un șir de 

probleme cu care se confruntă APL. Un număr mic de populație în cadrul UAT limitează 

resursele financiare și capacitatea administrativă a APL de a-și îndeplini responsabilitățile 
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atribuite. Prin urmare, majoritatea absolută a comunelor nu este capabilă să ofere servicii publice 

de calitate și se limitează doar la funcții reprezentative. Aceasta reduce în special potențialul de 

dezvoltare al zonelor rurale ce cuprind mai mult de 65% din populația totală a țării. 

Consolidarea administrativ-teritorială prevede sporirea gradului de independență financiară 

a APL prin sporirea veniturilor locale și creșterea eficientizării cheltuielilor prin utilizarea 

economiilor administrative obținute în procesul amalgamării pentru îmbunătățirea calitativă și 

cantitativă a serviciilor publice locale furnizate de APL. 

În ultimii opt ani au fost realizate mai multe studii privind îmbunătățirea structurii 

administrativ-teritoriale. Aceste studii conțin câteva opțiuni de amalgamare administrativ-

teritorială, dar nu dezvoltă nici un model matematico-statistic riguros care ar servi ca un 

instrument obiectiv și flexibil pentru obținerea scenariilor administrativ-teritoriale optime. În 

acest context, am dezvoltat un model matematic, implementat într-un sistem informatic, bazat pe 

sistemul de calcul științific performant MATLAB, care poate, în condițiile existenței a datelor de 

intrare necesare, genera și evalua posibilele soluții de organizare administrativ-teritorială a țării, 

pentru luarea unor decizii publice adecvate. Rezultatele obținute în scopul soluționării problemei 

de organizare administrativ-teritoriale au fost publicate în lucrările [6], [14] și [20]. 

Problema optimizării structurii administrativ-teritoriale poate fi formulată ca identificarea 

unei împărțiri administrativ-teritoriale a localităților în regiuni bine conectate, astfel încât 

serviciile publice oferite de APL să fie accesibile și calitative. Criteriile de accesibilitate și 

calitatea serviciilor pot fi reprezentate în diferite moduri. În cele mai multe cazuri acestea sunt 

funcții de numărul populației și distanța (costurile) până la centrul de prestare a serviciilor. De 

asemenea, un alt criteriu important constituie optimizarea cheltuielilor administrative și 

realocarea resurselor eliberate pentru furnizarea de servicii. Deoarece cheltuielile administrative 

pe cap de locuitor se află într-o relație invers proporțională cu numărul de populație, pentru 

minimizarea cheltuielilor acestora vom recurge la balansarea (minimizarea diferențelor) 

populației între UAT. 

Astfel, evaluarea scenariilor de organizare administrativ-teritorială poate fi realizată prin 

analiza a doi indicatori: (1) economiile administrative și (2) debalansarea populației: 

 

 

Fie dată mulțimea de localități . Se consideră un graf neorientat 

 care se asociază cu S astfel încât fiecare vârf  corespunde localității  și 

muchia  aparține mulțimii E dacă și numai dacă  și  sunt localități vecine dintre care 
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există un drum direct. Fiecărei muchii  a grafului G i se pune în corespondență distanța  

dintre localitățile  și . Procesul de divizare administrativ-teritorială este echivalent cu 

divizarea mulțimii de localități S în familia de submulțimi , fiecare element al căreia 

corespunde unei UAT precum urmează: 

 

 

 

Pentru definirea relației de apartenența vom introduce variabilele  care primesc valoarea 1 

dacă localitatea  formează o primărie iar localitatea  este subordonată primăriei , în caz 

contrar  primește valoarea 0. Se consideră că dacă localitatea  formează o primărie, atunci ea 

se subordonează ei însăși. În general variabilele  formează matricea pătratică X de 

dimensiunea . Pentru balansarea populației vom folosi două variabile ajutătoare  și 

. 

Înainte de a formula modelul, vom introduce parametrii necesari: 

N - numărul dat de UAT; 

D - distanța maximă dintre primăria și localitățile UAT; 

P - numărul minim al populației UAT; 

P’ - numărul minim al populației în localitatea reședință de UAT 

 
- numărul populației în localitatea ; 

 
- distanța pe drum dintre localitățile  și ; 

 
- mulțimea localităților  ce se află pe un drum de lungime minima dintre 

localitățile și ; 

 
- coeficientul balansării populației; 

 
- coeficientul minimizării distanțelor; 

 
- coeficientul populației primăriei în raport cu populația celorlalte localități din 

UAT; 

M - un număr suficient de mare. 
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Conform notațiilor propuse, se formulează următorul model de programare liniară în numere 

întregi cu un număr dat de UAT: 

 

 

(1) 

 

 

(2) 

 

 

(3) 

 

 

(4) 

 

 

(5) 

 

 

(6) 

 

 

(7) 

 
(8) 

 

(9) 

 
(10) 

 
(11) 

 
(12) 

 

Funcția obiectiv (1) balansează numărul populației între UAT și minimizează suma 

distanțelor de la primăriile până la localitățile subordonate acestora, ponderate cu numărul 

populației localităților date. Restricțiile (2) și (3) servesc pentru determinarea populației maxime 

 și minime  pentru toate UAT. Conexitatea UAT se menține cu ajutorul drumurilor de 

lungime minimă ce leagă primăria cu celelalte localități din cadrul UAT (4). Restricția (5) 

verifică dacă numărul populației UAT este mai mare sau egală cu P, iar restricția (6) asigură 

repartizarea tuturor localităților între UAT astfel încât divizările teritoriale să nu se intersecteze. 

Condiția (7) stabilește numărul UAT, iar (8) verifică dacă distanțele dintre primăria și localități 
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UAT nu sunt mai mari de D. Condiția (9) verifică dacă numărul populației primăriei înmulțit cu 

coeficientul populației λ este mai mare decât numărul populației fiecărei localități din UAT. 

Restricția (10) verifică dacă numărul populației primăriei nu este mai mic de P’. Restricțiile (11) 

și (12) definesc natura variabilelor decizionale. 

Prin schimbarea funcției obiectiv (1) cu  

 

unde γ este coeficientul numărului de primării, și prin schimbarea restricției (7) cu 

 

unde N reprezintă numărul minim de UAT, se obține un model de programare liniară în numere 

întregi care minimizează numărul de UAT. 

În ambele modele funcția obiectiv reprezintă suma ponderată a mai multor criterii. Pentru 

simplitatea și claritatea modelării, unele criterii de optimalitate pot fi realizate sub forma de 

restricții. De exemplu, pentru balansarea populației poate fi utilizată următoarea restricție: 

 

Fără îndoială, modelul propus poate fi ușor adaptat la condițiile oricărei țări sau regiuni după 

o procedură de ajustare prin adăugarea restricțiilor noi (ce țin, de exemplu, de: capacitatea 

fiscală, diferențierile etnice, etc.) și modificarea funcției obiectiv (maximizarea capacității 

economice, maximizarea conectivității UAT, etc.). 

 

3.3. POBLEME MULTICRITERIALE DE TIP TRANSPORT  

Problemele de optimizare multicriterială înregistrează un interes sporit în multitudinea 

problemelor socio-economice. Este de remarcat faptul, că printre acestea problemele 

multicriteriale de tip transport se bucură de o solicitare în creștere. Motivul  interesului față de 

aceste se datorează nu  doar  formei  atractive și clare de prezentare, dar,  în mod special,  gamei 

vaste de aplicații practice ale acestora la modelarea unor situații decizinale reale, cât și evoluția  

metodelor de soluționare. Este cunoscut faptul, că o  serie de caracteristici importante ale 

situațiilor decizionale pot fi evaluate doar cu ajutorul unor relații de tip raport cum ar fi: costul 

cheltuielilor totale de transport în timpul maxim necesar pentru satisfacerea cerințelor 

beneficiarilor, beneficiile totale sau valorile produsului total  raportate la timpul necesar, 

deprecile totale în timpul de realizare ș.a.  Astfel, în vederea soluționării cât mai adecvate se 

impun cu necesitate modelele multicriteriale de transport de tip fracționar [11]-[14]. Criteriul de 

constrângere după timp este o condiție de o  importanță majoră atât de evidentă încât nu necesită 
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argumentări pentru cele mai multe probleme de optimizare cu aplicații practice din cele mai 

diverse sfere de activitate umană, în cazul în care acesta apare ca  o caracteristicică a modelului. 

Un studiu aparte revine modelelor de optimizare în care funcțiile obiectiv apar în forma unor 

rapoarte cu același numitor și anume funcții de tipul "minmax" a timpului de realizare. Studiul 

acestor tipuri  de modele se extinde continuu, odată cu evoluția tipurilor de activități cât și a 

tipurilor de date. Actualmente cu o sporitate intensă se impun datele nedeterminate, adică de tip 

fuzzy în viața reală. Din aceste considerente un loc aparte în analiza propusă revine modelelor 

multicriteriale de transport cu coeficienți fuzzy. Pentru aceste tipuri de modele au fost elaborați 

algoritmi eficienți de soluționare, care au fost testați pe o serie de exemple concrete. Se propun 

în continuare concluziile făcute în rezultatul cercetării propuse cât și bibliografia de domeniu 

utilizată.   

3.3.1. Problema multicriterială de transport de tip fracționar cu includerea criteriului de 

tip „bottleneck”  

Modelul matematic al problemei multicriteriale de transport de tip  fracționar cu includerea 

criteriului de tip “bottleneck”  este următorul:  
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in condițiile: 
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        Analizând modelul (1.1)-(1.4), se  constată că primele r criterii sunt de tip liniar-fracționar, 

mai mult, cu numitorii identici. Funcția numitor apare însă și ca un criteriu separat, fiind al  (r + 

1)-lea  criteriu, care este unul de constrângere al timpului, acesta fiind  întâlnit în literatura de 

specialitate sub denumirea de “bottleneck”. Deoarece acest criteriu este de tip neliniar, în mod 

evident,  modelul (1.1)-(1.4) devine mai complicat de rezolvat. Inițial în model se intuiește o 

contradicție între primele r criterii și criteriul (r + 1). Această, însă,  dispare în timp ce modelul 

se analiza din punctul de vedere al semnificației practice a criteriilor. Putem menționa, că printre 
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primele r criterii pot fi unele de tip maxim cu o interpretare de tipul: maximizarea cantității totale 

de transport într-o unitate de timp, maximizarea beneficiului total într-o unitate de timp ș.a. fiind 

de un sens coerent cu cele menționate. Acestea însă nu complică modelul, deoarece este 

binecunoscut faptul, ca aplicând unele transformări elementare criteriile pot fi aduse la același 

sens, așa cum apar în modelul (1.1)-(1.4). Cazuri particulare ale modelului (1.1)-(1.4) au fost 

analizate în lucrările [1], [6], [7], [12], [16].  

          În scopul soluționării modelului (1.1)-(1.4) îl vom reduce pe acesta la următorul:  
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păstrând sensul coeficienților și parametrilor modelului (1.1)-(1.4). 

Observăm, că modelul obținut (1.5)-(1.8) este de asemenea de tip multicriterial. După cum se 

cunoaște, astfel de modele rareori admit soluții optime. Soluțiionarea problemei în acest caz se 

face pe mulțimea unor soluții eficiente, cunoscute și sub alte denumiri, cum ar fi: soluții optimale 

în sens Pareto, nedominate, ori soluții de cel mai bun compromis. În acest sens domeniul de 

studiu al modelului multicriterial este destul de fertil, rămânând în continuare deschis spre 

cercetare.  Cazuri particulare ale modelului (1.5)-(1.8) sunt analizate în lucrările [5], [9], [10], în 

care autorii propun algoritmi speciali destul de eficienți pentru rezolvarea acestui tip de modele.  

            În scopul soluționării modelului multicriterial vom aduce în continuare  definiția soluției  

eficiente [12], în particular pentru modelul de tip (1.5)-(1.8). Nu vom constrânge generalitate, 

considerând primele r criterii ale modelului fiind de tip minim.  

Vom presupune că ( ),  este o soluție de bază a modelului (1.5)-(1.8), unde   

=
ji,

max  0ijij xt . 

Definiția 1.1.  Soluția de bază ( ),  a modelului  (1.5)-(1.8) este eficientă dacă și numai dacă 

pentru orice altă    soluție de bază a modelului ( )TX , ,  unde ( ) ( )TXTX ,,  , pentru care relația   

( ) ( )XFXF jj 11
  este adevărată pentru cel puțin un indice adică ( )rj ,...11  , neapărat 

( ) 122 ,,....1 jjunderj  ,  pentru care cel puțin una dintre următoarele relații:  
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( ) ( ) TToriXFXF jj 
22

 este adevărată. Dacă toate trei relații  sunt satisfăcute cu semnul egal 

atunci soluția de bază ( ),  a modelului (1.5)-(1.8) nu este unică eficientă de bază. 

          Analizând modelul (1.5)-(1.8) și modelul (1.1)-(1.4), este evident, că ambele modele au 

aceiași mulțime de soluții de bază, fapt ce reise din identitatea domeniilor soluțiilor admisibile 

ale modelelor. Următoarea teoremă demonstrează că mulțimile soluțiilor eficiente de bază ale  

modelelor (1.1)-(1.4)  și (1.5)-(1.8) de asemenea coincid.  

 

Teorema 1.1.  Mulțimea soluțiilor eficiente de bază ale modelelor (1.1)-(1.4) și (1.5)-(1.8)  

coincid.  

Demonstrare.  Vom demonstra initial că orice solutie eficienta de bază a modelului (1.5)-(1.8) 

este de asemenea eficientă de bază și pentru modelul (1.1)-(1.4).  

Vom presupune, că soluția de bază ( ), este o soluție eficientă pentru modelul de bază (1.5)-

(1.8). Să admitem că ( ),  nu este soluția eficientă de bază pentru modelul (1.1)-(1.4).  

Din definiția soluției eficiente de bază pentru modelul (1.5)-(1.8) rezultă următoarele:  

 Pentru orice altă soluție de bază  ( ), , unde ( ) ( ) ,,  pentru care relația 

( ) ( )
11 jj FF  este adevărată pentru cel puțin un indice, fie acesta ,1j unde ( )rj ,...11  . 

Iimediat există cel puțin un indice ,2j  ( )rjunde ,...12  , pentru cere una din următoarele relații: 

( ) ( )
22 jj FF  ori   este  adevărată.   

Vom analiza următoarele cazuri pentru soluția de bază ( ), : 

cazul a)   Fie:  TT  ;  

Conform definiției soluției eficiente de bază rezultă următoarea relație adevărată:  

        
( ) ( )

T

XF

T

XF jj
 ,  pentru orice incice j , unde  ( )rj ,...1 ,                        (1.9) 

        și pentru cel puțin un indice, fie acesta 2j  inegalitatea (1.9) este strictă.  

            Înmulțind ambele părți ale  inegalităților (1.9)  cu T  și considerând  
T

T
k = ,  vom obține 

următoarele relații adevărate:  

( ) ( )XFkXF jj   ( )rjundej ,...1,                                    (1.10) 

        în care pentru cel puțin un  indice, fie acesta 2j  unde  ( )rj ,...12   relația   corespunzătoare din 

(1.10) este strictă.  

Deoarece este adevărată relația 10  k ,  atunci din (1.10) imediat rezultă următoarea relație:                

)()( XFXF jj   pentru orice j , unde  ( )rj ,...1 ,  și pentru un indice 2j ,            (1.11) 

 relația  (1.11) este strictă. 
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Relațiile obținute (1.11) contrazic presupunerea că soluția ( ),  este eficientă pentru 

modelul (1.5)-(1.8), prin urmare ( ), este eficientă de bază pentru modelul  (1.1)-(1.4). Astfel 

am demonstrat faptul, că dacă soluția  ( ), este  eficientă de bază  pentru modelul (1.5)-(1.8), 

aceasta este neapărat eficientă de bază și pentru modelul (1.1)-(1.4), ceea ce trebuia de 

demonstrat. 

cazul b)  ;TT     

 In acest caz, pentru că deja avem cel puțin pentru criteriul timp componenta acestuia în 

soluția  ( ),  mai mica valoric decât valoarea timpului în soluția ( ), , deci, soluția ( ), , 

care este  eficientă de bază pentru modelul  (1.5) - (1.8), conform presupunerii inițiale,  este 

eficientă de bază și pentru modelul  (1.1)-(1.4). Prin urmare, soluția  ( ),  este eficientă de 

bază  pentru ambele modele.  Analogic se demonstrează că orice soluție eficientă de bază a 

modelului (1.1)-(1.4) este de asemenea eficientă de bază și pentru modelul (1.5)-(1.8). Teorema 

este demonstrată.  

 

Procedeu de soluționare 

În scopul de a rezolva modelului (1.5) - (1.8) pe mulțimea soluțiilor eficiente  de bază vom 

dezvolta în continuare un algoritm eficient [12] de construire a acestei  mulțimi.  

Algoritmul este de tip iterativ. Fiecare iterație presupune explorarea și construirea la un  

nivel profund a tuturor configurațiilor posibile de soluții bazice eficiente, de fiecare dată 

efectuând o completare a mulțimii de soluții de bază eficiente cu acestea noi pentru  un nivel 

aprioric stabilit al timpului. Timpul este  considerat o variabilă stocastică, valorile căruia initial 

se ordonează în ordine valoric crescătoare. Trebuie de menționat faptul, că procedura de 

exploarare a pentru fiecare valoare a timpului constă  în creșterea ramurilor arborelui în timp  ce 

aprofundăm nivelul de exploarare a soluțiilor. Numărul acestora însă este finit, datorită faptului 

în primul rând că problema are dimennsiuni finite, iar  algoritmul fiind de tip combinatorial, 

acesta exclude soluțiile care se regăsesc la un nivel anterior de exploarare. Pentru o nouă valoare 

a timpului, mai mare decât cea analizată anterior procedura de exploarare se reia. Problema se 

consideră rezolvată atunci când pentru toate valorile timpului au fost puse în evidență soluțiile 

bazice eficiente corespunzătoare. La etapa finală are loc selectarea mulțimii de soluții eficiente 

din cele înregistrate, excluzând comparativ unele care se repată, ori dacă sunt dominate. 

 

Procedura de soluționare se realizează conform următoarei scheme logice:  
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 ................................................................   

 

 ( ) ,,: nmkcvuunde ijjiij −+=  m,n  se definesc de dimensiunea   problemei,                              

k  fiind indice de ordonare a celulelor, conform datelor   timpului din tabelul T. 

Astfel, aplicâng algoritmul descries anterior după un număr finit de pași vom obține mulțimea 

tuturor soluțiilor eficiente de bază pentru modelul (1.5) - (1.8), prin urmare și pentru problema 

(1.1-(1.4), din care se vor exclude soluțiile (dacă există) care se repetă.  

 

Algoritmul combinatorial  

Pasul 1.  Ordonăm celulele din tabelul  T în ordinea crescătoare conform valorii timpilor  

corespunzători, folosind în acest scop fie indicele k.  

Pasul 2.  Având cererile și ofertele date vom plasa o soluție inițială de bază pentru modelul de 

transport, folosind pentru aceasta p celule luate conform ordonării, unde 1−+ nmp .  Pentru 

aceasta vom calcula 0T  corespunzător, aplicând formula:   0max ,,
,

0 = jiji
ji

xtT . Celulele cu 

indicele pk   le considerăm blocate.  

Pasul 3.  (explorare în adânc). Procedura de la acest pas este de tip iterativ și presupune 

îmbunătățirea valorică a soluției de la nivelul precedent cel puțin după un criteriu, astfel 

înregistrând iterativ câte o soluție eficientă. Exploarare în adânc se face utilizând doar  celulele 

deblocate pentru care vom calcula mărimile ( ) ijjiij cvu −+= . Un nivel de exploarare se 

definenește de pivotările la toate celulele deblocate pentru care avem adevărată relația: 0,  ji . 

Astfel vom obține o mulțime de soluții eficiente corespunzătoare acestui nivel. Un următor nivel 

de exploarare în adânc va fi definit exact de numărul de pivotări anterioare, fiecare dintre ele 

generând un număr de ramuri noi în arborele de configurații ale soluțiilor eficiente, care la rândul 

  S0 

S01 S02 S0r 

 S12 S1k1  S21  S22 S2k2  Sr1  S11 

   If 0.,  ijeik k  

 Srkr  Sr2 

l=0 

l=1 

                              Mulțimea soluțiilor eficiente de bază 
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său vor define un alt nivel de  explorare. În ordinea excluderii unor soluții anterior înregistrate, la 

înregistrarea fiecăreia inițial aceasta se compară cu celelalte înregistrate anterior, moment care 

poate fi verificat și prin pivotările propuse. 

Pasul 4.  Dacă avem adevărată relația:  nmp  , deblocăm următoarea celulă, având astfel 

1+= pp  celule deblocate și mergem la pasul 3, în caz contrar algoritmul se  epuizează.  

 

Observația 1.1. Algoritmul descris anterior se realizează după un număr finit de iterații deoarece 

problema este de dimensiuni finite, pe de o parte, iar, pe de altă parte, algoritmul este de tip 

combinatorial, mai mult, acesta impune condiția ca o următoare nouă configurație a soluției 

eficiente de bază să nu se repete.  

 

Teorema 1.2.  Mulțimea tuturor  soluțiilor eficiente de bază pentru modelul multicriterial de 

transport de tip “bottleneck”  (1.5)-(1.8) poate fi obținută  aplicând algoritmul  combinatorial. 

 Demonstrare  Fie o  lista 
TL  de soluții eficiente de bază ale modelului (1.5)-(1.8), construită 

aplicând algoritmul ordonării.   Vom presupunem că 1jS  este o  soluție eficientă de bază pentru 

modelul (1.5)-(1.8) care nu s-a înregistrat utilizând algoritmul ordonării, dar folosind un alt 

algoritm diferit de acesta, prin urmare   rezultă că Tj LS 1 . Însă avem că soluția 1jS  corespunde 

unui anumit nivel al timpului, fie acesta este 1jT . Vom fixa ramura corespunzătoare timpului 1jT  

în arborele de soluționare a problemei (1.5)-(1.8) aplicând algoritmul combinatorial, începând cu 

nivelul 0. Explorarea în adânc pe această ramură va conduce la înregistrarea tuturor soluțiilor 

eficiente de bază ale modelului (1.5)-(1.8), corespunzătoare timpului 1jT . Vom nota această 

mulțime prin 1jL .  Prin urmare, soluția 1jS  în mod obligatoriu se va regăsi în acest set, adică este 

adevărată relația: 11 jj LS  . Deoarece avem  adevărată relația: Tj LL 1 ,  este evidentă relația: 

Tj LS 1 . Deci, am obținut următoarele,  în cazul în care 1jS  este o soluție eficientă de bază a 

modelului (1.5)-(1.8) atunci ea neapărat se va găsi aplicând algoritmul ordonării, dacă însă ea nu 

se regăsește în mulțimea 
TL , atunci aceasta nu este o soluție de bază eficientă pentru modelul 

(1.5)-(1.8). Teorema este demonstrată.  

 

3.3.2. Metoda  de soluționare fuzzy   

 

Prin programarea liniară fuzzy înțelegem folosirea teoriei mulțimilor fuzzy pentru 

soluționarea problemelor decizonale cu mai multe criterii liniare.       

  Definiția 2.1.  Un element x aparține unei mulțimi A, printr-o funcție de membru ( )xA , care 

are domeniul de variație [0,1].         
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În problemele de luare a deciziilor multicriteriale, funcțiile obiective sunt reprezentate de 

mulțimi fuzzy, iar deciziile se definesc ca fiind intersecția tuturor mulțimilor fuzzy cu restricțiile 

corespunzătoare. Regula de decizie este de a selecta soluția care înregistrează cel mai mare 

coefficient de membru. 

Zadeh în [2] a introdus conceptele de bază ale teoriei seturilor fuzzy. Zimmermann în [17] a 

făcut o inovație în domeniul luării deciziilor cu mai multe criterii. El a aplicat mai întâi conceptul 

de teoria mulțimilor fuzzy cu alegeri adecvate ale funcțiilor de membru și a dezvoltat domeniul 

cu programare liniară fuzzy. El arată că soluția obținută folosind programarea liniară fuzzy este 

întotdeauna una eficientă, în plus, poate fi găsită o soluție a compromisului optim. 

 

  Structura matematică a modelului fuzzy 

        Pentru soluționarea modelului (1.5)-(1.8), propunem inițial soluționarea următorului 

model multicriterial de transport de tip liniar: 


= == =

==
m

i

n

j

ijij

m

i

n

j

ijij xcFxcF
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min ,                               (2.1)                                              

în condițiile:   i
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j

ij ax =
=1

, mi ,1= ,  
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m

ij j
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x b
=

= , nj ,1=                                                       (2.2) 

1 1

m n

i j

i j

a b
= =

=  , 0ijx  , 1,i m= , 1,j n=                                                               (2.3)   

păstrând sensul parametrilor și coeficienților modelului similar (1.1) - (1.4). 

       Vom aplica tehnica de programare liniară fuzzy [17] pentru rezolvarea modelului (2.1) -

(2.3). Trebuie remarcat faptul că în acest vom aplica interpretarea fuzzy numai pentru funcțiile 

obiective ale modelului. Prin aplicarea tehnicii de programare liniară fuzzy la modelul de 

transport liniar multi-obiectiv (2.1) - (2.3) vom găsi interactive soluția compromisului optimal.  

Inițial vom atribui fiecărei funcții obiectiv kF două valori kU  și  kL astfel: 

kL - nivelul de realizare aspirat pentru obiectivul k; 

kU - cel mai înalt nivel acceptabil de realizare pentru obiectivul k; 

          kkk LUd −=  este, evident, nivelul de degradare pentru obiectivul k. 

    În continuare vom construi modelul fuzzy utilizând nivelele de aspirație și de degradare pentru 

fiecare funcție obiectiv. În etapa următoare vom transforma modelul fuzzy într-unul de tip 

determinist de programare liniară. 

 

Definiția 2.2.  Soluția de bază +X   a modelului  (21)-(2.3) este considerată ideală pentru acesta 

dacă și numai dacă au loc relațiile   ( ) ( ) ,,1,min rkXFXF k
DX

k ==


++
 unde   ( )++++ = rFFFF ,...,, 21  
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este vectorul înregistrărilor valorilor funcțiilor obiectiv în soluția ideală, atuncă când aceasta este 

din domeniul admisibil al modelului. 

 

Definiția 2.3.  Soluția de bază    a modelului  (21)-(2.3) este una de compromis pentru acesta 

dacă aceasta este situată la o distanță acceptată de decident față de soluția ideală a modelului.  

 

Tehnica fuzzy de soluționare: 

 Pasul 1. Rezolvarea a r problemelor de transport cu un singur criteriu. 

Pasul 2. Construirea tabelului de valori, în care sunt înregistrate valorile tuturor funcțiilor 

obiectiv în soluțiile optime ale fiecărei funcții obiectiv. 

Pasul 3. În funcție de tabelul de valori, putem alege cele mai bune și cele mai rele valori din 

setul de soluții, adică kU  și  kL  pentru fiecare funcție obiectiv. 

Modelul fuzzy inițial îl vom construit menținând aspirațiile fiecărui criteriu, după cum urmează:                                          

rkLF kk ,1,
~

= ,                                                                                                (2.4)                                                                                           
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Funcția de apartenență ( )Xk  vom define-o astfel:  
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Ținând cont de relațiile  (2.4) și de definiția funcției de apartenență  ( )Xk , vom 

construe modelul fuzzy, echivalent modelului (2.4)-(2.6), care este următorul: 

                                     Max                                                                                                    (2.8)        
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Simplificând modelul  (2.8)-(2.11), vom obține următorul model de programare liniară:     

                               Max                                                                                                       (2.12)            
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în condițiile: 
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Astfel, putem afirma, că folosind tehnica fuzzy pentru rezolvarea modelului (2.12)-(2.15), vom 

determina  o soluție de compromis pentru modelul de transport multi-obiectiv (2.4)-(2.6). 

Teorema 2.1.  Soluția optimă a modelului  fuzzy modelului  (2.12)-(2.15), obținut aplicând 

metoda tehnicii fuzzy este una eficientă pentru modelul (2.4)-(2.6). 

Remarca 2.1. Algoritmul descris mai sus este aplicabil tuturor tipurilor de probleme de transport 

multi-obiectiv, inclusive problemelor  maximului  vectorial. 

Remarca 2.2.  Soluția de compromis optim a modelului (2.12)-(2.15) nu este  neapărat de tip 

întreg. 

          

        Pentru a rezolva modelul (1.5)-(1.8) prin aplicarea tehnicii fuzzy propunem următorul 

algoritm:  

      Pasul 1. Ordonarea matricei de timp - T în funcție de valorile celulelor în ordine crescătoare și 

atribuirea pentru fiecare celulă a unui număr conform ordonării. 

      Pasul 2. Selectarea primelor cel puțin (m + n-1)  celulelor conform ordonării, până când vom 

putea plasa o soluție inițială de bază pentru modelul (1.5)-(1.8),  presupunând că celelalte celule 

sunt blocate.      

      Pasul 3. Vom aplica algoritmului tehnicii fuzzy pentru problema cu doar celulele deblocate și  

vom obține soluția optima pentru modelul (2.12)-(2.15), dar care este în același timp de 

compromis pentru modelul (1.5)-(1.8), care, la rândul său corespunde nivelui de timp calculate 

astfel:  0maxmin ,,
,

* = jiji
ji

xtt . 

         Pasul 4. Deblocând iterativ în ordinea crescătoare următoarea celulă din matricea timpului  (sau 

celule cu aceleași valori de timp și cost), vom reveni la pasul 3 al algoritmului și vom găsi 

următoarea soluție optima a modelului fuzzy, care este  de compromis a modelului (1.5)-(1.8),  

cu timpul de realizarea a acesteea
*t , evident, mai mare decât timpul precedent. 

Pasul 4 se repetă până când toate celulele din matricea timpului vor fi deblocate.    

Astfel, algoritmul propus va evidenția un set finit de soluții de compromis pentru modelul (1.5)-

(1.8), prin urmare și a modelului (1.1)-(1.4), fiecare dintre acestea corespunzând celui mai mic 

timp posibil de realizare. 



55 

 

Observația 2.1.  Deoarece problema (1.1)-(1.4), are dimensiuni finite, algoritmul fuzzy, fiind 

unul de tip combinatorial,  se va realizat într-un număr finit de pași. 

 

Observația 2.2.  Algoritmul tehnicii fuzzy este unul interactiv, deoadece decidentul poate 

intervene în procesul de soluționare, modificând nivelul aspirațiilor și, prin urmare, a distanței 

până la soluția ideală, obținând o nouă soluție de compromis.  

 

3.3.3. Problema multicriterială de transport de tip liniar cu coeficienții funcțiilor obiectiv 

de tip fuzzy  

 

Problema multicriterială de transport de tip liniar cu coeficienții funcțiilor obiectiv de tip 

fuzzy are o largă și evidentă deschidere aplicativă, deaceea soluționarea acesteia este destul de 

importantă. Modelul matematic al acestei probleme este următorul: 

            
= =

=
m

i

n

j

ijij xcF
1 1

1

1
~min    ...........    

= =

=
m

i

n

j

ij

r

ijr xcF
1 1

~min                                                    (3.1)                         

       in condițiile: 
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                
==

=
n

j

j

m

i

i ba
11

,  0ijx  , 1,i m= , 1,j n= ,                                                                     (3.3) 

Pentru soluționarea modelului de transport multicriterial de tip liniar cu coeficienții 

funcțiilor obiectiv de tip fuzzy putem aplica unii algoritmi netradiționali . Deoarece parametrii și 

coeficienții funcțiilor obiectiv ai modelului de transport au semnificații practice reale, cum ar fi 

prețurile unitare, costurile unitare și multe altele, inclusiv în modelele te tip liniar, prin urmare, 

acestea variază destul de frecvent. Mai mult, s-a constatat că toți acesti coeficienți, în special ai 

unei și aceiași funcții obiectiv practic nu sunt interdependenți, adică variația unui parametru 

simultan implică variația unui alt coeficient, fapt care ne conduce la ideia că se poate defini 

implicit un parametru de variație a seturilor de coeficienși ai funcțiilor obiectiv pentru fiecare 

criteriu. Cunoașterea  valorică cel puțin a unui coeficient din funcția obiectiv, face posibilă 

determinarea probabilității de apartenență a acestui coeficient unui interval de variație 

coerespunzător, stabilit aprioric din informația statistică. Astfel parametrul de apartenență valorii 

coeficientului intervalului corespunzător este următoarea: 

                             ,
k

ij

k

ij

k

ij

k

ijk

ij
cc

cc
p

−

−
=     iar ( )kjipentrup k

ij ,,]1;0[                                          (3.4)                                      

unde: 
k

ijc , 
k

ijc  - sunt limitele de varițiea coeficienților cost pentru fiecare    
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coeficient
k

ijc unde: rknjmi ,1,,1,,1 === . 

           Pentru calcularea coeficienților fufncțiilo obiectiv vom utiliza  următoarea formulă:   

      ( ) k

ij

k

ij

k

ij

k

ij

k

ij cccpc +−= ,  unde ];[ k

ij

k

ij

k

ij ccc  ,  pentru  rknjmi ,1,,1,,1 ===                   (3.5) 

           Parameterii {
k

ijp }, considerați variabile, aceștea sunt de tip probabilistic, după cum se vede din 

formula (3.4), iar coeficienții {
k

ijc }, fiecare dintre ei, are intervalul de variație, toate fiind 

cunoscute aprioric.  

          În presupunerea că variabilele {
k

ijc } ( ) undekjipentru ,,,  rknjmi ,1,,1,,1 ===  sunt continue   

pe intervalele sale corespunzătoare, parametrii {
k

ijp } apar ca funcții de distribuire a funcțiilor de 

definire a acestor variabile. Din aceste considerente funcțiile {
k

ijp } se bucură de toate 

proprietățile funcțiilor de distribuție, inclusiv monotonia și continuitatea. 

                         Prin urmare, atunci când se constată o creștere a prețurilor unitare la produse, 

parametrul probabilistic a prețului maximal din intrvalul de variație a prețului este mai mare 

decât cel corespunzător prețului minimal și invers. 

           Astfel sunt adevărate următoarele relații: 

✓ Pentru criteriile de tip maximum: 

dacă pentru orice două valori   
1m

ijc  și 
2m

ijc  relația: 
12 m

ij

m

ij cc  este  adevărată, iar 

  ];[, 21 m

ij

m

ij

m

ij

m

ij cccc  , 
12 m

ij

m

ij pp  ,  pentru      rtnjmi ,...,2,1,,...,2,1,,...,2,1  , 

unde  m corespunde criteriilor de tip maximum;     

✓ Pentru criteriile de tip minimum: 

dacă pentru orice două valori  
1l

ijc și  
2l

ijc  relația: 
12 l

ij

l

ij cc   este  adevărată, iar 

  ];[, 21 l

ij

l

ij

l

ij

l

ij cccc  ; 
12 l

ij

l

ij pp  , pentru       rtnjmi ,...,2,1,,...,2,1,,...,2,1  , 

unde l corespunde criteriilor de tip minimum;     

           Cazuri particulare de studiu a modelului (3.1) - (3.3) au fost propuse în [4]. Autorii au 

propus o metodă de interval, parametrică, pentru rezolvarea unui model liniar de transport cu 

criteriile având coeficienții de cost fuzzy. Ideea poate fi aplicată pentru problema multicriterială 

de transport de tip liniar, însă aceasta duce la o creștere considerabilă a numărului de funcții 

obiectiv, ceea ce complică procesul de soluționare a acesteea. În lucrările [3], [8], [13], [14], 

[15] sunt aduse diverse analize din mai multe  puncte de vedere a modelului de transport 

multicriterial cu parametrii fuzzy. Trebuie remarcat dificultatea practică de rezolvare a  acestor 

tipuri de modele utilizând metodele parametrice.  

Metoda propusă pentru soluționarea modelului (3.1)-(3.3) are la bază ideia interdepenței  

coeficienților criteriilor printr-un parametru probabilistic [13], [14]. Fără a constrânge 
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generalitatea, initial vom considera că acesta se menține pentru toate criteriile, caz particular al 

problemei generale, când fiecare criteriu are parametrul său probabilistic pentru coeficientii 

acestuia, problemă, bineînțeles, mult mai complicată.  

 

Algoritm de soluționare  

Pasul 1.  Vom presupune că mulțimea intervale de variație a tuturor coeficienților funcțiilor 

obiectiv este data prin valorile limită de variație a acestora, acestea fiind 

următoarele:  
rknjmi

k

ij

k

ij cc
,1,,1,,1

];[
===  ;  

Pasul 2. Fie, se cunoaște valoarea cel puțin a unui coefficient, de exemplu  1

11

k

jic ,  unde:  

     rknjmi ,...,2,1,,...,2,1,,...,2,1 111  , atunci putem calcula aplicând formula (3.4) 

parametrul  probabilistic corespunzător intervalului ],[ 1

11

1

11

k

ji

k

ji cc , care este următorul:  

,
1

11

1

11

1

11

1

111

11 k

ji

k

ji

k

ji

k

jik

ji
cc

cc
p

−

−
=  

 Presupunând că acesta se păstrează pentru toate funcțiile obiectiv, îl vom nota cu p. 

Pasul 3.  Conform afirmației despre simultanitatea  și interdependența  variației coeficienților 

tuturor  funcțiilor obiectiv, vom  calcula întregul  set de valori ale coeficienților funcțiilor 

obiectiv  
rknjmi

k

ijc
,1,,1,,1 === ,  aplicând formula :   ( )k

ij

k

ij

k

ij

k

ij ccpcc −+=    pentru coeficienții în 

creștere și  ( )k

ij

k

ij

k

ij

k

ij ccpcc −−=   pentru cei în descreștere. Astfel, modelul  (3.1)-(3.3)  se va  

aduce la unul de tip determinist, corespunzător coeficientului probabilistic p. 

Pasul  4.  Pentru soluționarea modelului determinist multicriterial de transport de tip liniar putem 

aplica una din metodele aduse în paragrafele 1 și 2, adică tehnica fuzzy ori algoritmul 

combinatorial.  

Observația 3.1. Pentru diverse valori ale coeficientului probabilistic p vom obține diverse 

modele multicriteriale de transport de tip linear, pentru soluționarea cărora ele pot fi folosite 

iterativ metoda tehnicilor fuzzy ori metoda combinatorială. 

                 

3.3.4. Aplicație practică  

 

Pentru modelul bi-criterial de transport cu  3 surse și  4 beneficiari avem cunoscute 

intervalele de variație a coeficienților funcțiilor obiectiv, care sunt următoarele: 

 5.1;5.0];[ 1

11

1

11 =cc ;          2.1;8.0];[ 1

21

1

21 =cc ;                10;6];[ 1

31

1

31 =cc ;    

 3;1];[ 1

12

1

12 =cc ;                13;5];[ 1

22

1

22 =cc ;                    11;7];[ 1

32

1

32 =cc ;              



58 

 10;4];[ 1

13

1

13 =cc ;              4;2];[ 1

23

1

23 =cc ;                     5;3];[ 1

33

1

33 =cc ; 

 10;4];[ 1

14

1

14 =cc ;               6;2];[ 1

24

1

24 =cc ;                    8;4];[ 1

34

1

34 =cc ; 

 

 6;2];[ 2

11

2

11 =cc ;               7;3];[ 2

21

2

21 =cc ;                     8;4];[ 2

31

2

31 =cc ;      

 5;3];[ 2

12

2

12 =cc ;               9;7];[ 2

22

2

22 =cc ;                    3;1];[ 2

32

2

32 =cc ;              

 4;2];[ 2

13

2

13 =cc ;              10;8];[ 2

23

2

23 =cc ;                    7;3];[ 2

33

2

33 =cc ; 

 7;1];[ 2

14

2

14 =cc ;               12;8];[ 2

24

2

24 =cc ;                    4.1;6.0];[ 2

34

2

34 =cc ;  

cu  disponibilul și cererea fiind :    .16,14,3,11;17,19,8 == BA   Fie avem cunoscut     

coeficientul: 
1

12c =2; Ne propunem să determinăm mulțimea tuturor soluțiilor eficiente a 

modelului.  

      Rezolvare. Cunoscând valoarea  
1

12c =2 , vom calcula coeficientul probabilistic 

corespunzător aplicând  formula:  
2

1
1

12

1

12

1

12

1

121

12 =
−

−
=

cc

cc
p ,  vom considera 

2

1
=k

ijp  pentru  toți   

coeficienții  cost.  Deoarece intervalul de variație  ];[ 1

12

1

12 cc  pentru   
1

12c =2  semnifică un cost în 

creștere, vom detrmina coeficienții  costului aplicând formula:  ( ) k

ij

k

ij

k

ij

k

ij cccpc +−= .  Astfel , 

vom obține următorii coeficienți ai funcțiilor obiectiv  ai modelului, trecuți în următorul tabel : 

 

  

 

 Cost 1, 2 = 

 

           

 

 

Utilizând algoritmul combinatorial pentru rezovarea modelului determinist obținut am identificat 

5 soluții bazice eficiente, cu înregistrările funcțiilor obiectiv corespunzătoare. Acestea sunt 

următoarele:  

( )16,1,6,2,11,8 343223222113

1 ======= xxxxxxX , ( );167,2081 =S  

( )16,1,8,11,6,2 343223211312

2 ======= xxxxxxX , ( );171,1862 =S  

( )16,1,8,11,5,3 343323211312

3 ======= xxxxxxX , ( );175,1763 =S  

( )3,14,13,6,3,5 343324211211

4 ======= xxxxxxX , ( );265,1434 =S  

1 

      4 

2 

    4 

7 

3 

7 

4 

1 

5 

9 

8 

3 

9 

4 

10 

8 

6 

9 

2 

4 

5 

6 

1 
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( )16,1,13,6,3,5 343323211211

5 ======= xxxxxxX , ( ).200,1565 =S  

Trebuie de menționat faptul, că mulțimea de soluții eficiente obținută este doar pentru 

modelul probabilistic  de tipul (3.1)-(3.3) cu coeficientul probabilistic calculat:  
2

1
=p  . La 

variația acestuia atât modelul multicriterial de tip fuzzy se va modifica cât și mulțimea soluțiilor 

eficiente. 
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3.4. UTILIZAREA SISTEMELOR HPC PENTRU SOLUȚIONAREA JOCURILOR 

BIMATRICEALE ÎN STRATEGII INFORMAȚIONAL EXTINSE   

 

3.4.1. Jocuri bimatriceale in strategii informational extinse   

 

Considerăm un joc bimatriceal  

 BAJI ,,,=  (1) 

unde }{1,2,..,= nI  sunt indicii liniilor (mulţimea de strategii ale jucatorului 1), }{1,2,..,= mJ  

sunt indicii coloanelor (mulţimea de strategii ale jucatorului 2 ) şi  ,||=|| Jj

IiijaA 

  Jj

IiijbB 

||=||  

matricele de utilitate ale jucătorului 1 şi 2  corespunzător. Sub aspect informaţional jucătorii 

cunosc exact matricele sale de utilitate si multimile sale de strategii. Astfel jocul (1) este în 

informaţie complectă (jucatorii cunosc exact forma normală a jocului). Vom atribui jucătorilor o 

caracteristică informaţională suplimentară, şi anume: în orice moment de timp jucătorul 1 

(respectiv jucătorul 2) cunoaşte exact ce strategie alege jucacorul 2 (respectiv jucătorul 1) [1,2]. 

Aceste condiţii “transformă” jocul (1) în joc în informaţie perfectă pe mulţimea strategiilor 

neextinse informaţional. În acest caz deja se pot utiliza mulîimi de strategii informaţional 

extinse, care por fi descrise prin mulîimi de funcîii. Astfel multimea de strategii ale jucătorului 1 

(a jucatorului 2) este mulîimea de funcîii    1
1=11 :=




 IJ →  (respectiv 

  .:= 2
1=22




 JI → ). Aceste strategii semnifică următoarele: pentru orice Jj   aleasa de 

juătorul 2 (respectiv pentru orice Ii  aleasa de juătorul 1) există  Ii j 
 incît  ( )  j1 i=j  

(respectiv există Jji 
 încît ( )  iji =2 ). Mentionăm că jucătorii nu cunosc ce strategii 

informaţional extinse aleg partenerii şi astfel obţinem un joc în informaţie imperfectă pe 

mulîimea strategiilor informaîional extinse.  

Notăm jocul descris mai sus prin ( )21 Game  care este un joc în informaţie imperfectă pe 



61 

mulîimea strategiilor informaîional extinse şi deoarece noi nu cunoaştem forma lui normală nu 

putem spune dacă este în informaţie complectă sau incomplectă.  

Pentru soluţionarea jocurilor de tipul  ( )21 Game  vom aplica urmatoarele metode. 

 

3.4.2. Soluţionarea jocurilor bimatriceale informaţional extinse prin intermediul formei sale 

normale   

 

Vom nota prin  

( )  ( ) ijjIijigrjiiJjjigr ij

  2211 =,:),(,=,:),(=   

graficele strategiilor informaţional extinse 1  şi .2

  Astfel   1gr  (respectiv 2gr ) este 

multimea de situaţii în strategii informaţional neextinse generate de strategiile informaţional 

extinse 
1  (respectiv 

2 ). 

În baza  [3] se poate construi forma normala a jocului în strategii informaţional extinse  

 ( ) ( ) ( )21,21,,,=21 21  BAIÆ  (2) 

matricea de utilitate a jucătorului  1 este ( ) ,=21 21,=

11,=



aA   pentru  

 ( )









−










,=grgrdacă

,grgrdacăamax
=a

21

21ij

2
gr1grj,i



 









  (3) 

şi pentru jucătorul  2  este  ( ) ,=21 21,=

11,=



bB   unde 

 ( )









−










.=grgrdacă

,grgrdacăbmax
=b

21

21ij

2
gr1grj,i



 









  (4) 

Jocul ( )21   este un joc in informaţie complecta deoarece jucîtorii cunosc exact funcţiile sale 

de utilitate şi în informaţie imperfectă deoarece jucîtorii ce strategii informaţional extinse vor 

alege partenerii. Uşor se poate observa că  
mn=1  şi ,=2

nm  astfel încît se obţine un joc 

bimatriceal cu matrici de dimensiun foarte mari, care este egală cu .mn nm   

Astfel pentru determinarea situaţiilor Nash de eqilibru în jocul bimatriceal in strategii 

informaţional extinse de tipul ( )21  (2) trebuie: 

construirea mulţimilor de strategii informaţional extinse ale jucătorilor, adică 

  1
1=11 :=




 IJ →  şi   .:= 2

1=22




 JI →  

determinarea situaţiilor în strategii informaţional neextinse generate de strategiile informaţional 

extinse 
1  şi ,2

  adică ,gr 1

  2gr  şi intersectiile .grgr 21

    
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construirea matricelor de utilitate ale jucătorilor  ( )21A  şi ( )21 B  în baza  relatiilor (3)-(4). 

 se determină situaţiile  Nash de eqilibru în jocul  bimatriceal cu matricele ( )21A  şi ( )21B  

în baza relaţiilor  (3)-(4).  

 

3.4.3. Soluţionarea jocurilor bimatriceale informaţional extinse prin intermediul jocurilor 

neextinse informaţional   

 

Vom descrie strategiile informaţional extinse în jocurile bimatriceale în felul următor: pentru 

orice strategie informaţional extinsă  ,1

  respectiv ,2

  vom pune în corespondenţă mulţimea 

 m1,=j,Ii:i=I jj   şi  .n1,=i,Jj:j=J ii   Astfel, pentru orice Jj   

 Iij j =)(1  şi pentru orice Ii  .=)(2

 Jji i   Atunci 

( )  IiJjjiijgr jjj  ,:,),(=1  şi ( )  JjIiijjigr iii  ,:,),(=2 . Vom nota 

 kjJkjiiIidifI kjj  ,,,:=   şi  .,,:= riIrijjJjdifJ rii  
 Astfel 

mulţimea  ,
jdifI  respectiv ,

idifJ  este mulţimea de strategii informaţional neextinse ale 

jucătorului 1,  respective ale jucătorului 2,  generate de strategia informaţional extinsă ,1

  

respectiv .2

  Aici  
mn1,=  şi .1,= nm  Utilizînd aceste notaţii putem reprezenta strategia 

informaţional extinsă ,1

  respectiv ,2

  printr-un cortej ( )
mj21 i,...i,...,i,i=  unde 

,m1,=j,Ii j    respectiv ( )
ni21 j,...j,...,j,j=  unde .1,=, niJji  

 

In baza  [4] se poate construi forma normală a jocului bimatriceal  

 ( ) ,,,,=, 21

  BAJI  (6) 

care reprezintă jocul bimatriceal în strategii neextinse informaţional care este generat de 

strategiile informaţional extinse  ( )., 21

   Aici ,||a=||A Jj

Ii
ijji






 ,||b=||B Jj

Ii
ijji






 ,Ii j

   

.Jji

   Jocul ( )  21 ,  se realizează astfel: independent şi simultan fiecare jucător 1,2=k  

alege strategia informaţional neextinsă ,Ii  Jj   după care jucătorul  1 şi 2  calculează 

valoarea strategiei informaţional extinsă )(= 1 ji j

   şi ( ),= 2 iji
   şi în final se calculează 

valoarea cîştigurilor ,
i
j

j
i

a  
i
j

j
i

b  după care jocul se termină. Este clar ca pentru orice situaţie  

( )ji,  in jocul BAJI ,,,=   din (1) următoarea situaţie ( )( )ijji ij

  21 =),(=  in termenii 

strategiilor informaţional se realizează Jocul ( )  21 ,  din (6) este un joc bimatriceal în 

informaţie complectă şi imperfectă pe mulţimea strategiilor informaţional neextinse ., JI  

Vom ilustra cele menţionate mai sus prin urmîtorul exemplu. 
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Exemplu. Considerăm jocul bimatriceal  ,
276

453
=1 








H  .

234

150
=2 








H  

Construim  forma normală a jocului bimatriceal generat de strategiile informaţional extinse.  

Soluţie. Mulţimea de strategii informaţional extinse ale jucătorului 1 este  

( ) 
1,8=11 ,1,3=,==



 Iijij jj   unde 1=)(1

1 j  1,2,3;=j  2=)(2

1 j  1,2,3;=j  





3,=jdacă2

1,2,=jdacă1
=)j(3

1  




2,=jdacă2

1,3,=jdacă1
=)j(4

1  




1,=jdacă2

2,3,=jdacă1
=)j(5

1  





2,3,=jdacă2

1,=jdacă1
=)j(6

1  




1,3,=jdacă2

2,=jdacă1
=)j(7

1  




1,2.=jdacă2

3,=jdacă1
=)j(8

1  Mulţimea de 

strategii informaţional extinse ale jucătorului 2  este  ( ) 
1,9=ii22 Jj,1,2=i,j=i=



   unde 

1=)(1

2 i  1,2;=i  2=)(2

2 i  1,2;=i  3=)(3

2 i  1,2;=i  




2,=idacă2

1,=idacă1
=)i(4

2  





1,=idacă2

2,=idacă1
=)i(5

2  




2,=idacă3

1,=idacă1
=)i(6

2  




1,=idacă3

2,=idacă1
=)i(7

2  




2,=idacă3

1,=idacă2
=)i(8

2  





2.=idacă2

1,=idacă3
=)i(9

2  Cortejele I  şi J  sunt: 

pentru jucătorul  :1   ( );1,1,1=11

1 I    ( );2,2,2=22

1 I   ( )1,1,2=33

1 I  ;   ( )1,2,1=44

1 I  

;   ( )2,1,1=55

1 I  ;   ( );1,2,2=66

1 I   ( )2,1,2=77

1 I  ;   ( ).2,2,1=88

1 I  

pentru jucătorul  :2   ( );1,1=11

2    ( );2,2=22

2    ( );3,3=33

2    

( );1,2=44

2    ( );2,1=55

2 J   ( );1,3=66

2 J   ( );3,1=77

2 J   ( );2,3=88

2 J   

( ).3,2=99

2 J   

Astfel, se pot construi 72, de jocuri bimatriceale în strategii neextinse informaţional generate de 

toate strategiile informaţional extinse ( ):, 21

   

( ) ;
000

000
=B,

333

333
=A,J,I=, 111

2

1

1 















  

( ) ;
555

555
=B,

555

555
=A,J,I=, 212

2

1

1 















  

( ) ;
111

111
=B,

444

444
=A,J,I=, 313

2

1

1 















  

( ) ;
355

400
=B,

755

633
=A,J,I=, 434

2

3

1 















  
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( ) ;
400

355
=B,

633

755
=A,J,I=, 535

2

3

1 















  

( ) ;
535

040
=B,

575

363
=A,J,I=, 444

2

4

1 















  

( ) ;
040

535
=B,

363

575
=A,J,I=, 545

2

4

1 















  

 

( ) ;
122

533
=B,

422

577
=A,J,I=, 888

2

8

1 















  

( ) .
533

122
=B,

577

422
=A,J,I=, 989

2

8

1 















  

Astfel pentru determinarea situaţiilor Nash de eqilibru în jocul bimatriceal de tipul ( )  21 ,  din 

(6) trebuie: 

 utilizînd "algoritmi combinatoriali" se construiesc mulţimile de corteje ,  ,  pentru orice  

,   ; 

pentru orice  ,  se construisc matricele de utilitate ,||a=||A Jj

Ii
ijji





  ,.||b=||B Jj

Ii
ijji





  

 se determină situaţiile Nash de echilibru ( ) B,ANE  în jocul  cu matricele  A  şi .B   

 

3.4.4. Utilizarea pachetului  Scalable Linear Algebra PACKage pentru paralelizarea la 

nivel de date a algoritmilor    

 

Strategiile paralele de calcul constau din următoarele trei etape principale. Primul pas 

constă din împărţirea datelor de  intrare în mai multe părţi de dimensiuni aproape egale. Al 

doilea pas constă în  rezolvarea  recursivă a subproblemelor definită de fiecare partiţie de 

intrare. De menţionat că aceste subprobleme pot fi rezolvate simultan pe un sistem paralel de 

calcul. Al treilea pas constă în combinarea  sau fuzionarea soluţiilor subproblemelor într-o 

soluţie pentru problema iniţială. Succesul unei astfel de strategii depinde de faptul dacă sunt sau 

nu realizaţi eficient paşii unu şi  trei [5]. Pentru a realiza  etapa unu a strategiei paralele, adică 

realizarea la nivel de date, vom folosi pachetul open source ScaLAPACK sau, mai exact, 

BLASC (Basic Linear Algebra Communication Subprograms) [6]. BLACS este o bibliotecă, de 

funcţii care permit realizarea procesului de paralelizare a datelor structurate  în forma unor tabele 

(matrice).  

Procesele P  ale unui calculator paralel abstract sunt adesea reprezentate ca o matrice liniară 

unidimensională a proceselor marcate prin .,0,1, P  Este de multe ori mult mai convenabil 
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pentru a cartografia acest tablou unidimensional de procese într-o grilă dreptunghiulară 

bidimensională. În BLACS fiecare grilă de procese este inclusă într-un context. Astfel, un 

context este un mecanism utilizat pentru a evita nedeterminarea în procesul de comunicare şi 

pentru  crearea unui mediu virtual de comunicare. Pentru crearea unui grup de procese si 

generarea unui context (mediu de comunicare) s-a folosit următoarea funcţie  void 

Cblacs_pinfo(int *MYPNUM, int *NPROCS ). Pentru generarea unei reţele de procese a fost 

folosită funcţia void Cblacs_gridinit(int *ICONTXT,const char* ORDER ,int NPROW,int 

NPCOL). Pentru a returna informaţii suplimentare despre gridul de procese s-a utilizat funcţia 

void Cblacs_gridinfo(int ICONTXT,int *NPROW,int *NPCOL ,int *MYPROW,int 

*MYPCOL).  

Comunicarea punct la punct necesită două operaţii complementare. Operaţia send produce 

un mesaj, care este apoi consumat prin operaţia receive. Numele rutinelor de comunicare au 

următorul şablon: vXXYY2D unde  v indică tipul de date trimise (I-întreg, S- precizie simplă 

reale, D-dublu precizie reale, C- precizie simplă complex, Z dublu precizie complex), XX indică 

forma matricei (GE-datele care urmează să fie comunicate sunt stocate într-o matrice 

dreptunghiulară generală, TR-datele care urmează să fie comunicate sunt stocate într-o matrice 

trapezoidală), YY sunt utilizate pentru a indica tipul de comunicare (SD-un singur proces trimite 

unui alt proces, RV-un proces primeşte de la un alt proces, BS-difuzare / trimitere, BR-difuzare / 

recepţionare. 

Pentru realizarea transmiterii de mesaje (a matricelor) au fost utilizate următoarele funcţii. 

Pentru transmiterea datelor de tip proces-proces  

void Cdgesd2d(int ICONTXT, int M, int N, double *A, int LDA, int RDEST, int  CDEST); 

void Cdtrsd2d(int ICONTXT,char *UPLO, char *DIAG,int M,int N,double *A, int LDA,int 

RDEST,int CDEST). 

Pentru recepţionarea datelor de tip proce-proces  

void Cdgerv2d(int ICONTXT, int M, int N, double *A, int LDA, int RDEST, int CDEST); 

void Cdtrrv2d(int ICONTXT,char *UPLO, char *DIAG,int M,int N,double *A, int LDA,int 

RSRC,int CSRC). 

Utilizarea acestor funcţii ale pachetului ScaLAPACK/BLACS în combinaţie cu funcţiile 

MPI şi directivelor OpenMP au permis elaborarea, testarea şi implementarea pe clusterul paralel 

al USM a programelor în limbajul de programare C++ pentru algoritmii paraleli descrişi în [3].  

 

3.4.5. Experimente numerice pentru generarea formelor normale ale setului de jocuri  

 

Pentru algoritmii paraleli descriși în [3] este necesar de rezolvat următoarea problemă 

auxiliară. Fie date matricele  А, B, unde  А = ||aij||, B = ||bij||, i ∈ I  ,  j ∈ J, I = {1,…, i, …n},     
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J = {1,…, j, …, m}. Pentru orice valori fixate  nm mn ,1,,1 ==  , şi mulţimile  

( )  ,1,=,:,...,...,,= 21 ImjIiiiiiI jmj 
 şi  

( )( )  JniJjjjjjJ ini  1,=,:,...,...,,= 21


 trebuie de construit forma normală a 

jocului bimatriceal ,,,,  BAJI=  unde 

Jj

Ii
ji ij

aA




= 
  si 

Jj

Ii
ji ij

bB




= 
 . 

Algoritmul paralel constă din următorii paşi. 

Folosind modelul de programare MPI se generează mediul virtual de comunicare al 

proceselor MPI (MPI Communicator) cu topologie liniară și procesul root citește din fișierul 

A_B.txt matricele inițiale  ,||=|| Jj
IiijaA 


Jj
IiijbB 

||=|| ale jocului .,= BA  și le transmite 

tuturor proceselor MPI.  

Fiecare proces MPI cu rankul p utilizând un algoritm combinatorial construieşte perechea de 

mulţimi ( ) JI , . Pentru acest lucru a fost elaborate în limbajul C++ funcţia form_Ia_Jb. 

MPI procesul cu  rankul  p utilizând mulţimile ( ) JI ,  generează matricele  ( ) BA ,  şi le 

înscrie în fişierul  Aa_Bb_output.txt.  Pentru acest lucru a fost elaborate în limbajul C++ funcţia 

form_Aa_Bb.  

Experimentele numerice  

Rezultatele experimentelor numerice sunt prezentate în următorul tabel  

Dimensiunea 

matricelor 

Numarul de 

matrici generate 

Numarul de 

noduri ale 

clasterului 

paralel 

Numarul 

de 

procesoar

e 

Timpul de calcul 

(sec) 

3*3 729 10 100 10,01 

  10 10 0,92 

  10 2 0,22 

  5 100 10,01 

  5 10 0,91 

  5 2 0,21 

  1 100 10,03 

  1 10 0,91 

  1 2 0,25 

4*4 65536 10 100 10,17 

  10 10 3,99 

  10 2 19,86 

  5 100 10,17 

  5 10 4,95 

  5 2 19,88 

  1 100 15,80 

  1 10 13,72 

  1 2 19,62 

5*5 9765625 10 100 404,44 
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  10 10 584,24 

  10 2 3598,12 

  5 100 593,32 

  5 10 689,19 
 

 

3.4.6. Instalarea si gestionarea pe clusterul HPC al USM a softului performant pentru 

implementarea algoritmilor paraleli  

 

Pentru instalarea pe clusterul USM a sistemului de calcul simbolic Wolfram Mathematica 

11.1 pentru 16 nuclee a fost necesar sa instală pe clusterul USM a sistemului Rocks 6.1.1. pentru 

gestionarea clusterului.  După instalarea sistemului  Rocks 6.1.1 s-au regenerat din nou 

bibliotecile pentru pachetul ScaLAPACK, utilizat la implementarea soft a algoritmilor paraleli 

pentru o gamă largă a problemelor lineare, şi  pachetul Pets,  utilizat la implementarea soft a 

algoritmilor paraleli pentru rezolvarea sistemelor de ecuaţii în derivate parţiale.  

Pe clusterul USM a fost instalat şi testat sistemului de calcul simbolic Wolfram Mathematica 

11.1.  si Grid Mathematica 11.1. A fost realizata o analiza comparativa a comenzilor sistemului 

Wolfram Mathematica pentru calculul paralel. 

 

3.4.7. Soluţii Bayeş-Nash de echilibru pentru jocuri jocuri bimmatriceale informaţional 

extinse 

Jocul bimatriceal ( )21 Game  în informaţie imperfectă pe mulţimea de strategii 

informaţional extinsă generează un joc în informaţie incompletă pe mulţimea strategiilor 

informaţional ne-extinse ( ) .,=),(,,{1,2},=
~ 21,=

11,=



















Jj

Ii
ijij baABJI  Aici  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

.

,,,

,,,

,,,

=),(
11

11111111































nmnmnjnjnmnm

imimijijii

mmjj

bababa

bababa

bababa

AB











 

Deci se studiază  următirul joc bimatriceal: mulţimea de strategii ale jucătirului  1 este  

}{1,2,...,= nI  şi ale jucătirului  2  este };{1,2,...,= mJ  matricea de cîştiguri ale jucătorului 1 

este una din matricele din mulţimea 

21,=

11,=

,,||=||),(

















 JjIiaA ij

Jj
Ii

ijji
 şi 

respectiv matricea de cîştiguri ale jucătorului 2  este una din matricele din mulţimea 
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.,,||=||),(
21,=

11,=

















 JjIibB ij

Jj
Ii

ijji
 În cazul cînd pentru orice strategie 

informaţional au fost construite elementele matricelor de utilitate, pentru comoditate se introduc 

notaţiile: 

Jj

Ii
ij

Jj

Iii
j

j
i

aa








 
  şi 

Jj

Ii
ij

Jj

Iii
j

j
i

bb








 
  , 

pentru orice  11,=   şi .1,= 2   

Pentru determinarea soluţiilor Bayes-Nash [8] de echilibru în jocurile 

( )
21,=

11=

,=),(,,{1,2},=
~



















Jj

Ii
ijij baABJI  este necesar parcurgerea 

următoarelor etape. 

• Utilizînd algoritmi combinatorici se generează mulţimea tuturor strategiilor informaţional 

extinse, adica pentru orice ,    se generează cortegiile  ( )
mj iiii ,...,...,,= 21  pentru 

 mjIiiIi jjj 1,=,: = 
 şi ( )

ni jjjjJJ ,...,...,,= 21  

pentru  ,1,=,: niJjjJj iii =


  
are şi reprezintă strategiile informaţional extinse  

1  şi  
2  respect;  

• Se construiesc matricele de utilitate ale jucătorilor 

.,,||=||)(,||=||)(
2

1,=

1
1,=






 















 JjIibBaA ij

Jj

Ii
i
j

j
i

Jj

Ii
i
j

j
i

 

• Pentru orice  ,1  2  se construiesc "probabilităţile de presupunere" ( )  12 |p  

şi ( )  21 |q ; 

• Se generează mulţimile    
21

)(
~

,)(
~

   JI  de strategii pure pentru jocul  

( ) .,=),(,,{1,2},=
~ 21,=

11,=



















Jj

Ii
ijij baABJI  

• Pentru orice  ,1  2  se construiesc matricele 
)(

~~

)(
~~~~)(






Jj

Iiji
a=A




 , 







ji

ap )/(=

2

~~ 


ji
a  ,    

)(
~~

)(
~~~~)(






Jj

Ii
ji

b=B



   

.)|(=

1

~~






ji

bq


ji
b  

• Utilizînd un algoritm existent, pentru orice  ,1  2  se determină mulţimea Nash 
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de echilibru pentru următorul joc bimatriceal .)(),(),(
~

),(
~

{1,2},  BAJI  

 

3.4.7. Algoritm paralel pentru determinarea solutiilor in jocurile bimatriceale informational 

extinse  

 

Utilizand modelele de programare paralela MPI-OpenMP si pachetul de programe  

ScaLAPACK -BLACS a fost elaborat urmatorul algoritm pentru determinarea situatiilor  ( ) c,l  

in jocul  Bayes . 

a. Utilizând modelul de programare  MPI se realizează un mediu virtual de comunicare 

(MPI Communicator) cu topologie lineară. Procesul root distribuie proceselor 

matricele  Jj

Iiij ||a=||A 

  şi Jj

Iiij ||b=||B 

  a jocului BA,= . 

b.  Utilizând bibliotecaScaLAPACK-BLACS, se initializează grila de procese 

  21,=

11,=
),(








  şi fiecare proces −),(  construieşte strategiile informaţional extinse 


mj21 i...i...ii=i  şi .j...j...jj=j ni21

  în baza unui algoritm combinatorial   

c. În paralel, fiecare MPI ),(  -proces, construieşte matricele de utilitate 

Jj

Ii
i

j
j

i
aA 

||=||),(   şi Jj

Ii
i

j
j

i
bB 

||=||),(  , generate de strategiile informaţional 

extinse 
i  şi 

j . 

d.  În paralel, procesul  MPI cu rankul ),(  generează matricele  ( ))(B),(A   pentru 

jucatorul de tipul ),(  . 

e. În paralel, fiecare  ),(  -proces, using folosind  OpenMP  şi ScaLAPACK routine, 

determină toate situaţiile  Nash de echilibru în jocul bimatriceal cu matricele 

( ))(B),(A  . 

f. Utilizând  ScaLAPACK-BLACS routine, procesul MPI root adună de la grila de 

procese   21,=

11,=
),(








  multimile de echilibru Nash ale jocurilor bimatriceale 

( ))(B),(A  .  

Pentru algoritmul elaborat a fost demonstrată următoarea teoremă [9] care estimează 

compexitatea timp de calcul şi de transmitere a datelor. 

Teoremă. Complexitatea de calcul a algoritmului este   

( )++ ),(max)),(max(== 21

7

2=

OmnOTT k
p

k
comput ( )( )21 grBrgrBr,,maxO   

şi complexitatea de comunicare (transmitere de date) este  

( ) ( ).,max= hbscomm ttnmtOT ++ JI  



70 

Aici  , respectiv J  reprezintă numărul de linii/coloane  în matricele )(A   şi )(B  . 

 

3.4.8.  Algoritm paralel pentru determinarea solutiilor in jocurile bimatriceale divizate in 

blocuri de submatrici  

Algoritmul 2D-ciclic de divizare și distribuire a matricelor 

Fie dat un joc bimatriceal BAJI ,,,=  unde I – mulţimea de indici ai liniilor 

matricelor, J – mulţimea de indici ai coloanelor matricelor, iar
Jj
IiijaA


= , 

Jj
IiijbB


=  reprezintă 

matricele de câștig ale jucătorilor. Situaţia de echilibru este perechea de indici ( ) ji , , pentru 

care se verifică sistemul de inegalităţi: ( ) .,
















Jjbb

Iiaa
ji

jiji

ijji


 

La elaborarea aplgoritmilor paraleli pe sisteme de calcul de tip claster cu memorie 

distribuita (DMM) o problema dominanta este modul de divizare a datelor initiale si distribuirea 

lor pe nucleele (procesoarele) sistemului de calcul [10].  Daca datele sunt structurizate in forma 

unor tabele, atunci cel ami adecvat algoritm de divizare a datelor este algoritmul 2D-ciclic. Fie 

data o grila de procese (procesoare) care constituie un mediu virtual de comunicare al sistemului 

paralel de calcul. Atunci algoritmul 2D-ciclic de distribuire a unei matric consta in: 

• Divizarea matricea globale (initiale) în blocuri cu M_A linii și N_A coloane. 

• Distribuirea primul rand de blocuri de matrice pe primul rând al grilei de procesoare. 

• Se repeta procesul  pentru al doilea rând de blocuri de matrice, cu cel de-al doilea rând al 

grilei de procese. 

• Se continua la fel  pentru rândurile rămase de blocuri de matrice. 

 

Algoritmul paralel de determinare a situaţiei de echilibru 

a) Realizarea paralelizarii de date. Paralelizarea de date se poate realiza in urmatoarele moduri: 

• Procesul cu coordonatele (0,0) initializeaza matricele A si B, apoi distribuie in baza 

algoritmului 2D-ciclic submatricele obtinute fiecarul proces din mediul virtual de 

comunicare cu topologie 2 dimensionala) grila de procese). 

• Fiecare proces din mediul virtual de comunicare cu topologie 2 dimensionala initializeaza  

submatricele din matricele A si B care corespund algoritmului 2D ciclic de divizare a 

matricelor. 

• Fiecare proces din mediul virtual de comunicare cu topologie 2 dimensionala citeste 

dintr-un fisier comun utilizand functiile MPI de lucru cu fisiere, submatricele din 

matricele A si B care corespund algoritmului 2D ciclic de divizare a matricelor. 
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Astfel fiecare proces va opera numai cu submatricele obtinute in rezultatul distribuirii. In 

rezultatul acestui punct, jocul bimatriceal sa divizat intr-un sir finit de subjocuri bimatriceale 

),(),(),(),(),( ,,, crcrcrcrcr BAJI= . Aici (r,c) reprezinta linia,coloana procesului din grila de procese. 

b) Fiecare proces cu coordonatele (r,c) determinarea situaţiilor de echilibru pentru jocul 

bimatriceal  .,,, ),(),(),(),(),( crcrcrcrcr BAJI= Pentru aceasta:  

• Folosind operatiile de reducere (functia MPI_Reduce ) fiecare proces (r,c) va determină 

pentru orice coloană fixată în submatricea ),( crA  toate elementele maximale de pe linie. 

Cu alte cuvinte, se determină ij
Ii

aji
lr ),(

maxarg)(*


=  pentru orice j. 

• Folosind operatiile de reducere (functia MPI_Reduce ) fiecare proces (r,c) va determină 

pentru orice linie fixată în submatricea ),( crB , toate elementele maximale de pe coloane. 

Cu alte cuvinte, se determină ij
Jj

bij
cr ),(

maxarg)(*


=  pentru orice i. 

• Selectăm acele perechi de indici care concomitent sunt selectate atât în matricea ),( crA  cât 

şi în matricea ),( crB . Altfel spus, se determină .
)(

)(
***

***









ijj

jii
 

c) Se construiesc situaţiile de echilibru pentru jocul cu matricele iniţiale A şi B. 

Vom introduce uramatoarele aplicatii care determina corespondenta dintre "indicii locali" 

ai elementelor matricelor "locale" ),( clA , ),( clB  si 'indicii globali" ai elementelor matricelor 

globale A  si B  si anume ,: ),(),( II clcl →  JJ clcl →),(),( :  pentru care se verifica conditiile: 

( ),=,,1,=,1,=, ),(),(),(),(maxmax clclclcl iiIiccllIi 
 

( ).=,,1,=,1,=, ),(),(),(),(maxmax clclclcl jjJjccllJj 
 

Mai mult decat atat, din conditiile de mai sus se mai verifica urmatoarea conditie: penrtu 

orice situatie din jocul ,  adica JIji ),(  exista un proce CLcl ),(  si situatia ),( ),(),( clcl ji  

incat ( )),(),(= clcl ii   si ).(= ),(),( clcl jj   

Astfel vom analiza numai acele divizari si distribuiri ale matricelor globale in submatrici 

locale pentru care exista aplicatiile ),( cl  si ),( cl  verifica conditiile enunțate mai sus. Este 

evident ca divizarea matricelor in baza algoritmului 2D-ciclic verifica aceste proprietăți. Aceste 

functii sunt similare functiilor INDXL2G a sistemului BLACS [11]. 

Vom analiza urmatoarea problema.  Fie ( ) ( ) ,, ),(),(),(),( clclclcl BANEji 
 adica am determinat 

cate o situatie de echilibru in jocul ,),( lc si astfel avem sirul de situatii de echilibru 

( ) 
CLclclcl ji





),(),(),( ,  si trebuie sa determinam ce relatii exista intre aceste situatii de echilibru si 
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situatia de echilibru ( ) ]?[,  NEji  Cu alte cuvinte, daca in paralel sau determinat situatiile 

Nash de echilibu ( ) ( ) ),(),(),(),( , clclclcl BANEji   in baza Algoritmului  descris mai susu atunci cum 

se poate construi situatia ( ) ][,  NEji  fara a mai aplica etapele Algoritmului, adica fără a mai 

rezolva probleme de optimizare. Este clar ca solutia problemei enuntate va depinde de algoritmul 

de divizare si distribuire a matricelor. astfel problema generale este: ce proprietati trebuie sa 

posede algoritmul de divizare si distribuire a matricelor incat avand solutiile subjocurilor sa 

putem constui (fara rezolvarea unor probleme de optimizare) solutiile problemelor cu matricele 

initiale.  În cazul divizarii si distribuirii matricelor in baza algoritmului 2D-ciclic, care situatii de 

echilibru din multimea ( ) 
CLclclcl ji





),(),(),( ,  pot fi considerate si situatii de echilibru in problema 

initiala, adica apartin multimii ].[NE  Răspunsul la această întrebare ne dă următoarea teorema.  

Teoremă  Fie că exista un proces CLcl ),( pentru care sa determinat 

( ) ( ) ),(),(),(),( ,, clclclcl BANEji   si se verifica conditiile  

1. petru orice proces ),,
~

( cl  ll 
~

 din grila de procese (adica petru toate procesele din 

coloana c  ) pentru care exista ( ) ( ) 
),

~
(),

~
(),

~
(),

~
(

,,
clclclcl

BANEji   se verifica conditia 

.
),

~
(

,),(
,

),( ),
~

(
* 

cl
jicl

j
cl

i
cl

aa  

2. pentru orice ),~,( cl  cc ~  din grila de procese (adica pentru toate procesele din linia l )  

pentru care exista ( ) ( ) )~,()~,()~,()~,( ,, clclclcl BANEji   se verifica conditia .
)~,(

,
)~,(),(

,
),(


cl

j
cl

icl
j

cl
i bb   

Atunci ( ) ( )( ) ].[, ),(),(),(),(  NEji clclclcl   
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3.5. METODE MATEMATICE DE SOLUȚIONARE A PROBLEMEI 

SCHIMBULUI VALUTAR  
 

3.5.1. Introducere. Despre Problema Schimbului Valutar  
 

Valoarea unei monede depinde de diferiţi factori care afectează economia, cum ar fi: 

comerţul, inflaţia, ocuparea forţei de muncă, ratele dobânzilor, rata de creştere şi condiţiile 

geopolitice. 

Problema operaţiunilor Schimbului Valutar este o situaţie simplă, bine cunoscută pentru 

toată lumea, totuşi modelul matematic pentru evaluarea riscului pierderilor în cazul unei secvenţe 

de astfel de operaţiuni de schimb valutar pentru o perioadă de timp mai îndelungată ar putea fi 

mai complicat dacă vom analiza toţi parametrii care pot avea o influenţă importantă pentru 

anumiţi participanţi la această tranzacţie. Se pot lua în considerare şi unele speculaţii naţionale 

simple sau speculaţii transnaţionale mai complicate. 

Fluctuaţiile ratelor valutare ne pot afecta, indiferent dacă tranzacţionăm activ pe piaţa 

valutară, sau doar facem unele tranzacţii online pentru diverse cumpărături din altă ţară sau alte 

lucruri importate din străinătate. Valoarea unei monede poate fi influenţată de diferiţi factori, 

care trebuie luaţi în considerare la evaluarea riscului unor pierderi majore în cazul analizei 

riscului în legătură cu efectuarea tranzacţiilor în cadrul unor întreprinderi. 

http://acts.nersc.gov/scalapack/
http://www.netlib.org/scalapack/
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Pentru problema schimbului valutar putem folosi Teoria jocurilor şi să construim un model 

matematic în care urmărim doi participanţi (sau mai mulţi) şi, în consecinţă, trebuie să analizăm 

acei parametri care pot influenţa rezultatele acestor operaţiuni. Pentru a analiza această problemă 

ca fiind o situaţie interactivă (sau un joc dinamic) în mai multe etape, în continuare se foloseşte 

teoria jocurilor informaţional extinse şi se construieşte un model dinamic. Orice astfel de situaţie 

poate fi reprezentată ca un joc strategic de două persoane (vânzătorul şi cumpărătorul). În acest 

caz, rezultatul jocului dinamic poate fi determinat prin aplicarea metodei Backtracking utilizând 

mulţimea răspunsurilor optimale pentru fiecare participant.  

În acest context analizăm problema când o persoană trebuie să facă o simplă operaţiune de 

schimb valutar şi să aleagă un punct de schimb, care este cel mai adecvat pentru interesele sale. 

Dacă vom lua în considerare o situaţie mai complicată pentru unele operaţiuni de schimb de la 

aceiaşi participanţi, într-o perioadă de câteva zile sau săptămâni, putem construi un model 

dinamic cu informaţii complete (sau incomplete). 

 

3.5.2. O abordare teoretică prin prisma teoriei jocurilor pentru problema analizei schimbului 

valutar şi a riscului existent   
 

Construim modelul dinamic cu doi jucători activi, unul dintre ei fiind "vânzătorul", iar 

celălalt este "cumpărătorul", fiecare dintre ei doreşte să obţină un profit (sau cel puţin o pierdere 

minimă). Astfel, decizia importantă pentru cumpărător va fi "când" şi "ce operaţiune" este mai 

bine să efectueze ("să cumpere" sau "să vândă"); iar decizia pentru vânzător va fi: stabilirea 

preţului adecvat pentru fiecare tip de monedă. Cel de-al treilea jucător (pasiv) va fi considerat 

"Banca Centrală/Naţională", care are rolul de a stabili cursul de schimb zilnic ("Benchmark"). 

Obiectivele pentru această problemă sunt: 

1. A defini jocul dinamic al problemei Schimbului valutar şi a da o reprezentare 

arborescentă. A rezolva acest joc dinamic folosind metoda backtracking şi a determina mulţimile 

de răspunsuri optime pentru jucători. 

2. A plica metodele statistice pentru evaluarea riscului de schimb valutar. 

 

A. Descrierea modelului matematic pentru problema Schimbului valutar 

Un joc dinamic poate fi descris ca un cortegiu din 7-componente (A, M, P,U,C, p, h), care 

reprezintă: (A, M) - arborele jocului, P - partiţia jucătorilor, U - partiţia de informaţii, U - partiţia 

alegerilor, p - distribuţia de probabilitate, h  - utilităţile /funcţiile utilitare (Gonzalez-Dıaz, 

Garcıa-Jurado, 2010). 

Problema Schimbului valutar poate fi descrisă sub forma unui joc dinamic Γ printr-un 

cortegiu din 7-componente (A, M, P,U,C, p, h), care sunt descrise în continuare: 
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Arborele jocului. (A, M) – este finit, unde A  reprezintă mulţimea nodurilor şi  AAM   

este o mulţime finită de arce care satisface proprietăţile: 1) există un singur nod distins d: (d este 

considerat distins dacă M d) (a,  pentru orice vârf Aa   şi 2) pentru orice nod  {d}\Aa   

există o cale unică care uneşte nodurile d şi a. Se notează prin Z mulţimea nodurilor „terminale” 

sau „finale” (adică nodurile Aa   pentru care nu există arce care pornesc din aceste noduri. 

Arborele finit va descrie structura unui proces care se realizează în mai multe etape, în care 

nodurile care nu sunt terminale reprezintă punctele de decizie ale jucătorilor (participanţilor la 

proces), iar arcele care pornesc din anumite noduri reprezintă alternativele admisibile ale 

jucătorilor pentru deciziile lor personale. Nodurile finale vor reprezenta situaţiile finale posibile 

după un anumit număr de acţiuni ale participanţilor. 

Partiţia jucătorilor. P = {P0, P1, ..., Pn}  este o partiţie din mulţimea A\Z, care oferă 

informaţia despre jucătorul care ia decizia în fiecare nod care nu este final. 

Partiţia de informaţii U oferă o partiţie pentru Pi, (notată prin Ui ), pentru fiecare jucător 

Ni  . Fiecare 
iUu   va conţine nodurile jucătorului i în care el deţine aceeaşi informaţie despre 

procesul care s-a realizat în joc începând cu nodul iniţial până în acel nod (până la acea etapă a 

procesului). 

Partiţia alegerilor. Deşi jucătorii aleg alternativele sale în mod obiectiv în fiecare dintre 

nodurile de decizie, totuşi ei vor selecta subiectiv alegerile din mulţimile informaţionale. Partiţia 

de alegeri C este o partiţie a mulţimii M oferind alegerile jucătorilor. Pentru fiecare 
iUu   notăm 

prin Cu mulţimea tuturor alegerilor de la u. 

Distribuţia de probabilitate. Este dată o aplicaţie care atribuie o distribuţie a probabilităţii pa pe 

mulţimea arcelor {(a, b), b 2 A, (a, b) 2 M} pentru orice nod 0Pa  . Deci, aceasta oferă o 

descriere a mişcărilor aleatorii în joc. 

Utilităţile / funcţiile utilitare. h = (h1, ..., hn) furnizează funcţiile utilitare ale jucătorilor, 

definite pe mulţimea Z. Presupunem că fiecare jucător Ni   are anumite preferinţe pe mulţimea 

Z (pe mulţimea nodurilor finale posibile ale jocului) şi că preferinţele sale sunt reprezentate de o 

funcţie utilitară  hi. 

 

B. Exemple de jocuri extinse în informaţie imperfectă 

Să analizăm următoarele exemple aplicative de jocuri extinse în baza problemei 

schimbului valutar (Novac L., 2016). În aceste exemple analizăm câteva tranzacţii de schimb 

simple cu doi participanţi, pentru care aplicăm definiţia jocului extins/dinamic (descris mai sus) 

şi construim arborele jocului pentru a stabili rezultatele jocului. 

Exemplul 1. Jocul de schimb valutar. Să presupunem că avem un punct de schimb. Vom 

lua în considerare un joc cu doi participanţi. În acest caz, primul jucător este considerat 
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vânzătorul, iar al doilea jucător este cumpărătorul. Există câteva tipuri de valută la acest punct de 

schimb (dolar, lire sterline, euro, etc. şi moneda naţională a acestei ţări). Evident, toate tipurile de 

schimburi se pot face prin intermediul monedei naţionale. Problema constă în a decide în care 

condiţii să se investească într-un anumit tip de monedă. Vânzătorul poate decide ce strategie să 

aplice dacă are o prognoză despre fluctuaţiile cererii şi cum va fi rata în viitorul apropiat. 

 Cel de-al treilea jucător (pasiv) al jocului ar putea fi considerat "Banca 

Centrală/Naţională", care are rolul de a stabili cursurile de schimb zilnice ("Benchmark"), 

precum şi monitorizarea, supravegherea pieţei valutare şi speculaţiile financiare; precum şi rolul 

de a efectua analiza / estimarea riscurilor pe piaţa monetară. În ţările cu economie activă, regulile 

jocului sunt stabilite de "Banca Naţională". 

Vânzătorul trebuie să stabilească, în fiecare zi, preţul cel mai adecvat pentru fiecare tip de 

monedă. Astfel, parametrul Y reprezintă rata actuală pentru o anumită monedă şi ar trebui să fie 

stabilită de "Banca Naţională" conform normelor legale, iar parametrul μ ar putea fi un număr 

mic pozitiv sau negativ, ceea ce înseamnă o posibilă creştere sau scădere a ratei monetare 

corespunzătoare (în conformitate cu normele legale ale "Băncii Naţionale"). 

Parametrul X reprezintă suma pe care cumpărătorul intenţionează să o investească pentru o 

anumită sumă de valută străină. Valoarea parametrului ε va fi, de asemenea, stabilită/gestionată 

de cumpărător şi înseamnă o posibilă creştere sau scădere a sumei de bani pe care urmează să o 

investească pentru moneda străină. Desigur, parametrul ε depinde de creşterea/scăderea ratei 

pentru o anumită monedă. 

Să considerăm că acest joc dinamic va avea două etape: 

1. Vânzătorul trebuie să decidă (la începutul zilei) dacă să schimbe rata pentru o anumită 

monedă sau să nu o schimbe. Decizia lui depinde de fluctuaţiile cererii din ultimele zile. 

Să presupunem că rata pentru euro a fost Y în ziua precedentă. Rata curentă poate fi 

modificată cu o valoare μ, deci va fi (Y ± μ). Să presupunem că rata va fi schimbată cu 

probabilitatea 1/2. Vom ignora cazul în care rata nu va fi schimbată (adică rata este aceeaşi ca şi 

în ziua precedentă Y), şi vom considera acest caz ca fiind trivial. 

2. Să presupunem că cumpărătorul ajunge la punctul de schimb pentru a cumpăra X = 500 

euro. Admitem că el cunoştea doar rata din ziua precedentă pentru această monedă şi nu ştia rata 

actuală. Cumpărătorul, care ajunge la punctul de schimb, trebuie să decidă dacă va cumpăra 500 

euro, sau să cumpere mai puţin /sau mai mult (în cazul în care rata a crescut), sau (în cazul în 

care rata a scăzut). Această decizie depinde de fluctuaţiile de schimb. Astfel, el poate cumpăra 

(X ± ε) euro, deoarece are o sumă limitată de bani. 

Astfel, Cumpărătorul ia decizia, cumpără o sumă de euro şi jocul se termină. 

În acest caz, cumpărătorul va plăti mai puţin sau mai mult decât ar putea plăti pentru 500 de 

euro în ziua precedentă. Astfel, pentru fiecare dintre aceste cazuri, vom avea următoarele 



77 

diferenţe între sumele curente plătite pentru (X ± ε) euro (în moneda naţională) şi suma care ar 

putea fi plătită pentru X euro în ziua precedentă cu rata Y: 

(1): (Y + μ)(X − ε) − XY = μ(X − ε) − ε Y = S1, 

(2): (Y + μ)(X) − XY = μX, 

(3): (Y + μ)(X + ε) − XY = μ(X + ε) + ε Y = S2, 

(4): (Y − μ)(X − ε) − XY = −μ(X − ε) − ε Y = S3, 

(5): (Y − μ)(X) − XY = −μX, 

(6): (Y − μ)(X + ε) − XY = −μ(X + ε) + ε Y = S4. 

Acest joc este un joc extins de două persoane (primul jucător fiind vânzătorul şi al doilea 

jucător fiind cumpărătorul). Acest joc poate fi reprezentat cu ajutorul unui arbore prezentat în 

figura 1. 

Rezultatele posibile pentru acest joc pot fi reprezentate în tabelul următor. Din cele 

menţionate mai sus, strategia vânzătorului "Rata neschimbată/Not change" este considerată 

banală şi nu o vom analiza. Deci, a fost ignorată şi la reprezentarea arborelui jocului. 

 

 

Tabelul 1: Rezultatele posibile ale jocului 

 

Figura 1. Reprezentarea arborescentă a jocului. 

 

Rezultatele pentru cazurile (1) şi (6) pot fi diferite pentru ambii jucători, pentru cumpărător şi 

pentru vânzător. Aceste rezultate depind de suma ε (adică depinde de valoarea monedei pe care 

cumpărătorul o va cumpăra: X ± ε). 

Astfel, pentru cazul (1): dacă 





+
=

Y
 X , atunci rezultatele pentru ambii jucători vor fi 0, 

(adică (0,0), deoarece S1 = 0). În acest caz, vom avea două situaţii posibile. Dacă 





+


Y
 X , 
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atunci cumpărătorul va păstra o sumă suplimentară mai mică decât ar păstra în cazul dacă ar 

cumpăra X euro în ziua precedentă, deoarece rata este mai mare şi ar trebui să cumpere o sumă 

mai mică de euro. Dacă 





+


Y
 X , atunci vânzătorul va primi un beneficiu mai mare decât ar 

putea primi în ziua precedentă, dacă cumpărătorul ar cumpăra doar X euro. Astfel, dacă rata este 

mai mare decât Y, atunci cumpărătorul ar trebui să cumpere o sumă mai mică de X euro. Dacă 

va cumpăra mai mult de X euro, vânzătorul va primi un beneficiu mai mare. 

În mod analog, pentru cazul (6): dacă 





−
=

Y
 X , atunci rezultatele pentru ambii 

jucători vor fie 0, (adică (0,0), deoarece S4 = 0). În acest caz, vom avea două situaţii similare. 

Dacă 





−


Y
 X , atunci vânzătorul va avea un beneficiu mai mare decât ar putea avea în 

ziua precedentă pentru X euro. Dacă 





−


Y
 X , atunci cumpărătorul va păstra o sumă de bani 

şi ar cheltui mai puţin decât ar fi achitat pentru suma de X euro în ziua precedentă. 

În acest caz, putem da următoarea interpretare pentru aceste rezultate: dacă rata este mai 

mică decât Y, atunci pentru cumpărător este mai convenabil să cumpere mai mult de X euro. 

Deci, va avea un beneficiu mai mare dacă, în viitorul apropiat, rata pentru euro va creşte din nou. 

 

Exemplul 2. Să presupunem un alt exemplu cu aceleaşi condiţii din primul exemplu şi, în plus, 

să presupunem că jocul continuă a doua zi cu acţiunile vânzătorului şi cu unele acţiuni ale 

cumpărătorului. Astfel, să presupunem că cumpărătorul va veni la acest punct de schimb a doua 

zi, pentru a vedea dacă rata pentru euro este aceeaşi sau modificată. Primele două etape sunt 

aceleaşi ca şi în primul exemplu. Următorii doi paşi vor fi efectuaţi a doua zi, după cum 

urmează. 

3. Vânzătorul va decide dacă să modifice din nou (sau să nu modifice) ratele pentru unele 

monede valutare. Vom lua în considerare aceleaşi strategii pentru vânzător ca şi în primul 

exemplu (adică rata ar putea fi (Y+η) sau (Y- η)). 

4. În continuare, cumpărătorul va decide dacă va cumpăra o sumă din aceeaşi monedă 

(adică euro) sau va vinde o sumă de euro dacă profitul său ar fi mai mare în acest caz. Astfel, el 

ar putea raţionaliza în modul următor. Dacă rata actuală este scăzută (şi rata a fost redusă în ziua 

precedentă), atunci el va cumpăra suma (X/2 +ε) euro, sau (X/2) euro (vom desemna aceste 

strategii prin B1 şi respectiv B2). Dacă rata actuală este mărită (şi rata a fost majorată şi în ziua 

precedentă), atunci el va vinde (X/2 +ε) sau (X/2) euro (vom desemna aceste strategii cu G1 şi 

respectiv G2). Vom considera că cumpărătorul nu va întreprinde alte acţiuni în alte cazuri. 

Cumpărătorul va lua decizia a doua zi şi va aplica strategia corespunzătoare, şi astfel jocul se 
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termină. Această strategie extinsă este o situaţie în mai multe etape care poate fi modelată 

folosind jocul extins Γ prezentat prin arborele din Figura 2. 

Astfel, dacă în ziua a doua rata va scădea din nou sau va creşte repetat, atunci cumpărătorul 

va aplica o anumită strategie (va cumpăra sau va vinde o sumă de euro, corespunzător), în alte 

cazuri rezultatele vor fi aceleaşi ca şi în prima zi (adică la fel ca şi în primul exemplu) şi jocul se 

termină după pasul al treilea. 

Vom desemna strategiile cumpărătorului pentru etapa a 4-a după cum urmează: G1: = "să 

vândă (X/2 +ε) euro", G2: = "să vândă (X/2)(X/2 +ε) euro ", B2: ="Să cumpere (X/2) euro". 

În figura 2 de mai jos, am notat cu: 

p11= (X/2+ε)(Y+η), p12= (X/2)(Y+η), 

p21= (X/2+ε)(Y- η), p22= (X/2)(Y- η). 

Tabelul 2: Notaţiile din figura 2 

După al treilea pas al jocului putem considera  următoarele şase cazuri (ca puncte de decizie 

pentru al doilea jucător - "cumpărătorul"). 

Cazul 1: Primele două strategii/alegeri sunt (Y + μ), (X - ε) iar a treia strategie este I=("rata 

mărită") sau D=("rata scăzută"). 

Cazul 2: Primele două strategii/alegeri sunt (Y + μ), (X) iar a treia strategie este I=("rata 

mărită") sau D=("rata scăzută"). 

Cazul 3: Primele două strategii/alegeri sunt (Y + μ), (X + ε) iar a treia strategie este I=("rata 

mărită") sau D=("rata scăzută"). 

Cazul 4: Primele două strategii/alegeri sunt (Y - μ), (X - ε) iar a treia strategie este I=("rata 

mărită") sau D ("rata scăzută"). 

 

Figura 2. Reprezentarea arborelui pentru jocul al doilea. 
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Cazul 5: Primele două strategii/alegeri sunt (Y- μ), (X) iar a treia strategie este I=("rata 

mărită") sau D=("rata scăzută"). 

Cazul 6: Primele două strategii/alegeri sunt (Y - μ), (X + ε), iar a treia strategie este I ("rata 

mărită") sau D ("rata scăzută"). 

Pentru primele trei cazuri acţiunea "cumpărătorului" va fi G1 sau G2, iar pentru următoarele 

trei cazuri acţiunea "cumpărătorului" va fi B1 sau B2. Există 6 cazuri în care "cumpărătorul" va 

prefera să nu aplice "nici o acţiune" la pasul 4, situaţiile în care "vânzătorul" va aplica 

strategia/alegerea I=("rata mărită") în prima etapă, şi strategia D=("rata scăzută") la etapa a treia 

- (pentru 3 cazuri); de asemenea, atunci când "vânzătorul" va aplica strategia D=("rata scăzută") 

în prima etapă şi strategia I=("rata mărită") în etapa a treia - (pentru alte 3 cazuri). În aceste 

situaţii rezultatele jocului sunt aceleaşi ca în primul exemplu. 

Toate aceste rezultate pot fi reprezentate prin următoarele cazuri: 

În consecinţă, la etapa a 4-a a acestui joc, pentru cele 6 cazuri (atunci când "cumpărătorul" 

preferă strategia "nici o acţiune"), vom avea următoarele rezultate ale jocului: 

(1”):  (S1, −S1),     (4”):  (S3, −S3), 

(2”):  (μX, −μX),  (5”):  (−μX, μX), 

(3”):  (S2, −S2),  (6”):  (S4, −S4). 

  

Tabelul 3: Rezultatele jocului (rezultatele etapei a patra). 

Interpretarea pentru aceste situaţii poate fi făcută în modul similar, aşa cum a fost făcut în 

primul exemplu. Cazurile în care cumpărătorul nu va aplica anumite acţiuni în ziua a doua, vor 

corespunde cazurilor din primul exemplu. 

Exemplul 3. Se poate presupune ca un caz special, jocul similar (ca şi în exemplul 2), în care 

cumpărătorul va aplica anumite acţiuni în orice situaţie. Astfel, să presupunem că jocul din 
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exemplul 2 cu patru paşi, pentru două zile, şi, în plus, să presupunem că cumpărătorul va vinde 

sau va cumpăra o sumă (de euro, sau altă valută) în funcţie de rata actuală. 

Acest caz special poate fi reprezentat ca un joc extins în mai multe etape şi poate avea o 

interpretare interesantă, mai ales pentru o perioadă mai lungă de 7 zile. Dacă cumpărătorul va 

avea un interes să cumpere sau să vândă o anumită monedă, ar putea obţine un profit pentru o 

perioadă mai lungă de câteva săptămâni. În acest caz, ar trebui să analizeze fiecare situaţie în 

fiecare zi şi, în funcţie de rata actuală şi de ratele din zilele anterioare, pentru a lua decizia 

corectă. 

Acest joc dinamic poate fi considerat un joc dinamic interactiv între jucători. Pentru 

rezolvarea acestui joc dinamic putem folosi algoritmul Backtracking, utilizând reprezentarea 

arborescentă a acţiunilor jucătorilor pe o perioadă de timp şi astfel, putem evalua pierderea 

posibilă, luând în considerare fluctuaţiile cursului de schimb. Dar în acest caz, folosind acest 

model matematic, trebuie să luăm în considerare toţi parametrii care pot influenţa fluctuaţiile 

cursurilor de schimb, deci este foarte dificil să reprezentăm o simulare reală a acestei probleme 

cu toţi factorii importanţi. 

Evident, pentru un astfel de joc arborele va fi foarte voluminos şi complicat, în plus, trebuie 

să analizăm şi factorii care ar putea influenţa cursul de schimb valutar. În acest caz se poate de 

recurs la aplicarea aparatului statisticii descriptive şi financiare. 

 

3.5.3. Metode statistice de abordare a riscului cursului de schimb Introducere 
 

Schimbului valutar este un factor de risc care este adesea neglijat de întreprinderile mici şi 

mijlocii care doresc să intre pe piaţa mondială, să crească şi să se dezvolte cu succes. Din punctul 

de vedere al unui exportator din SUA., care alege să vândă în valută străină, riscul valutar este 

expunerea la potenţialele pierderi financiare datorate devalorizării valutei străine faţă de dolarul 

SUA. Acelaşi lucru este valabil pentru fiecare ţară în cazul exportului şi importului şi 

deprecierea oricărei valute străine faţă de euro sau altă monedă. Deşi majoritatea exportatorilor 

din SUA, mici şi mijlocii, preferă să vândă în dolari SUA, astăzi cumpărătorii străini de 

rentabilitate din străinătate cer din ce în ce mai mult să plătească în monedele locale. În acest fel, 

devalorizarea monedei străine faţă de cealaltă monedă este inevitabilă. 

Modelarea matematică a acestei probleme de decizie ne poate ajuta să găsim cea mai bună 

soluţie în astfel de situaţii şi să evităm pierderea sau cel puţin să reducem la minimum pierderile 

posibile. Folosind cele mai importante metode statistice pentru a aborda riscul cursului de 

schimb putem reuşi să dezvoltăm o afacere fără pierderi majore. 

Una dintre previziunile unor pierderi financiare ar fi utilizarea seriei cronologice pentru 

cursurile valutare pentru o anumită perioadă şi să se facă previziuni financiare pentru contractele 
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care urmează a se desfăşura în viitorul apropiat. În acest caz, putem analiza seriile de timp ale 

cursurilor de schimb zilnice, luând în considerare parametrii care influenţează cursurile de 

schimb. Putem aplica metode statistice pentru evaluarea riscului de schimb. De asemenea, putem 

dezvolta şi utiliza modele şi metode de măsurare a riscului de schimb valutar. 

În primul rând, trebuie să stabilim ce fel de risc poate afecta "compania" aflându-se în relaţii 

de afaceri cu alte companii străine. 

O definiţie generală a riscului pentru o organizaţie poate fi considerată ca orice eveniment 

sau acţiune care ar putea afecta negativ o organizaţie pentru a-şi îndeplini obligaţiile şi pentru a-

şi executa strategiile. În managementul riscului financiar, putem împărţi cele mai multe riscuri în 

trei categorii (conform "www.investopedia.com "). 

• Riscul de piaţă - riscuri datorate schimbării pieţelor, preţurilor pieţei, fluctuaţiilor ratelor 

dobânzilor, modificărilor cursului valutar, modificărilor preţurilor materiilor prime etc. 

• Riscul de credit - riscul la care se supune creditorul în cazul în care debitorul nu-şi poate 

rambursa datoria sau contrapartida într-un acord financiar şi nu îşi poate îndeplini angajamentele. 

• Riscul operaţional - riscul pierderilor rezultate din procesele interne neadecvate 

defectuoase, a persoanelor şi a sistemelor de evenimente externe. Aceasta include riscurile 

oamenilor, cum ar fi incompetenţa şi frauda, riscul procesului, cum ar fi riscul de tranzacţionare 

şi de control operaţional şi riscul tehnologic, cum ar fi eşecul sistemului, erorile de programare 

etc. 

Cele trei tipuri principale de risc de curs valutar considerate de (Shapiro, 1996; Madura, 

1989) sunt: riscul de tranzacţie, riscul de translare, riscul economic. (a) Riscul de tranzacţie, care 

reprezintă în esenţă riscul fluxului de numerar şi care tratează efectul cursului de schimb, 

mişcările privind expunerea la contul tranzacţiei legate de creanţe (contracte de export), datorii 

(contracte de import) sau repatrierea dividendelor. (b) Riscul de translare, care reprezintă în 

esenţă riscul cursului de schimb al bilanţului şi care se referă la cursul de schimb al valutei la 

evaluarea unei filiale străine. (c) Riscul economic, care reflectă, în principiu, riscul pentru 

valoarea actuală a viitoarelor fluxuri de numerar din exploatare cursurilor de schimb valutar ale 

companiei. 

Prin urmare, este foarte important, în primul rând, să se stabilească tipul de risc care poate 

exista pentru unele pierderi. Apoi putem folosi o simulare pentru a evalua riscul de schimb. În 

acest caz, putem folosi o simulare statistică pentru a face estimarea valorii Value-at-Risk (VaR). 

Valoarea la risc VaR poate fi definită ca pierderea maximă pentru o anumită expunere într-un 

anumit orizont de timp, cu nivelul de încredere z%. Măsurarea riscului valutar se poate dovedi 

dificilă, cel puţin în ceea ce priveşte riscul de translare şi cel economic (Holton, 2003). 

Pentru a calcula valoarea VaR, există o varietate de modele. Dintre acestea, cele mai utilizate 

pe scară largă (Papaioannou, 2006) sunt: (1) simularea istorică, care presupune că rentabilitatea 
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monedei pe poziţia de schimb valutar a unei firme va avea aceeaşi distribuţie ca şi în trecut; (2) 

modelul de variaţie-covarianţă, care presupune că rentabilitatea monetară pe poziţia de schimb 

valutar a unei firme este distribuită în mod normal şi că variaţia valorii poziţiei valutare depinde 

în mod liniar de toate randamentele valutare; şi (3) simularea Monte Carlo, care presupune că 

rentabilitatea monetară viitoare va fi repartizată aleatoriu. 

Alte tehnici matematice pe care le putem aplica este operatorul pierderii pentru un portofoliu 

(McNeil, Frey, Embrechts, 2005) şi (Hult, Lindskog, 2007). Să considerăm un portofoliu dat, 

cum ar fi, de exemplu, o colecţie de acţiuni, obligaţiuni sau împrumuturi riscante sau poziţia 

globală a unei instituţii financiare. Valoarea portofoliului la momentul t este notată V(t). Datorită 

unui orizont de timp Δt, profitul pe intervalul [t, t+Δt] este dat de diferenţa  + (t) V- t) V(t  şi 

distribuţia pentru  + (t) V- t) V(t este numită distribuţia profitului şi a pierderii (profit-and-

loss distribution P&L). Pierderea de-a lungul intervalului [t,t+Δt] este considerată distribuţia de 

pierdere  +=+ (t)) V- t) (V(t -  t]  t L[t,  

În conformitate cu lucrarea (Hult, Lindskog, 2007), un portofoliu general cu valoarea nV  este 

deseori modelat folosind un vector d-dimensional aleator de factori de risc: 

),...,( ,1, dnnn ZZZ = . Valoarea portofoliului este apoi exprimată prin  ) Z,(t f  V nnn =  pentru 

unele funcţii cunoscute f şi  tn  fiind timpul calendaristic real. Este adesea convenabil să 

modelăm modificările factorului de risc n1 n 1 n Z- Z X ++ = .  

Apoi pierderea este dată de expresia  +== ++++ ).Z,f(t-)XZ,(t f- )V- (V-  L nn1nn1nn1n1n  

Pierderea poate fi văzută ca urmare a aplicării unui operator l[n](•) la modificările factorului 

de risc , X 1 n +  astfel încât ),(X [n] l L 1 n 1 n ++ =  unde: ). Z,(t f -  x)  Z,f(t-  (x) l[n] nnn1 n += +   

De asemenea, putem utiliza măsurile de risc bazate pe distribuţia pierderilor. Aceasta este 

abordarea pe care statisticienii o folosesc adesea pentru a calcula riscul unui portofoliu. În acest 

caz putem modela pierderea  L 1 n +
 folosind o distribuţie a probabilităţii FL. Parametrii 

distribuirii pierderilor pot fi estimaţi folosind date istorice. Astfel, putem încerca fie să modelăm 

direct distribuţia pierderilor, fie să modelăm factorii de risc sau schimbările factorului de risc ca 

vector aleator d-dimensional sau o serie cronologică multivariată. Măsurile de risc se bazează pe 

funcţia de distribuţie FL. 

În plus, abaterile standard ale distribuţiei pierderilor ca măsură de risc sunt utilizate frecvent, 

în special în teoria portofoliului. Cu toate acestea, există anumite dezavantaje prin utilizarea 

abaterii medii standard ca măsură a riscului. De exemplu, atunci când două distribuţii diferite au 

aceeaşi abatere standard, probabilitatea pierderilor mari ar putea fi mult mai mare pentru una 

dintre ele. 
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În ceea ce priveşte metodele de calcul pentru valoarea Value-at-Risk, se poate folosi o funcţie 

de distribuţie empirică bazată pe unele observaţii. Apoi putem defini cuartilele empirice. Trebuie 

să stabilim intervalele de încredere pentru valoarea de risc. Dar întrucât funcţia de distribuţie este 

necunoscută, este dificil de găsit funcţii adecvate. Cu toate acestea, putem construi intervale de 

încredere aproximative. Putem folosi, de asemenea, valori iniţiale (bootstrap) pentru a obţine 

intervale de încredere. Şi, desigur, putem folosi una dintre metodele de simulare statistice 

menţionate mai sus: simularea istorică, simularea lui Monte Carlo sau modelul de variaţie-

covarianţă. 

Doar după ce vom evalua valoarea riscului VaR pentru o anumită situaţie, putem aplica o 

metodă de gestionare a riscului cursului valutar, a strategiilor de acoperire (hedging) şi a 

instrumentelor de hedging pentru gestionarea riscului de schimb valutar, etc. (Papaioannou, 

2006).  

 

3.5.4. Simularea Monte Carlo pentru abordarea riscului de schimb valutar 
 

Simularea Monte Carlo este un tip de simulare care se bazează pe eşantionarea aleatorie 

repetată şi pe analiza statistică pentru a calcula rezultatele. Această metodă de simulare este 

foarte strâns legată de experimentele aleatorii, pentru care rezultatul specific nu este cunoscut în 

prealabil. Simularea Monte Carlo este utilizată şi pentru evaluarea valorii portofoliului. O 

abordare similară este utilizată şi la calcularea valorii riscului valutar. 

Valoarea Value-at-Risk (VaR) este probabil cea mai răspândită măsură de risc din instituţiile 

financiare. Valoarea riscului poate fi definită ca fiind pierdere maximă pentru o anumită 

expunere într-un anumit orizont de timp, cu nivelul de încredere z%. Valoare tipică pentru 

orizontul de timp este considerată o zi (sau 1/250 ani, întrucât sunt aproximativ 250 zile 

lucrătoare), dar poate fi considerate şi intervalele de 10 zile, o lună sau 1 an (în dependenţă de 

scopul analizei). Iar nivelul de încredere z% cel mai des este considerat 95%, 97% sau 99%. 

Considerăm în continuare, un portofoliu de active riscante (Hult, 2007) şi Δ - un orizont de 

timp fixat şi vom indica prin )()( lLPlFL =  funcţia de distribuţie corespunzătoare distribuţiei 

pierderilor. Presupunem că alegerea a fost făcută la începutul analizei şi că FL reprezintă 

distribuţia dobânzii. Vrem să definim o statistică bazată pe FL care măsoară gravitatea riscului de 

menţinere a portofoliului pe perioada de timp Δ. 

Un potenţial risc, evident este pierderea maximă posibilă }1)(:Rinf{ = lFl L
 dată de o 

măsură de risc importantă în reasigurare. 

Value-at-Risk este o extensie a pierderii maxime, care ia în considerare aceste remarci critice 

(Hult, 2007). Ideea este pur şi simplu înlocuirea "pierderii maxime" cu "pierdere maximă care nu 

este depăşită cu o probabilitate înaltă dată", aşa-numitul nivel de încredere. 
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Definiţie (Value-at-Risk). Având un anumit nivel de încredere )1,0( , VaR a portofoliului 

la nivelul de încredere )1,0( este dat de cel mai mic număr l astfel încât probabilitatea ca 

pierderea L să depăşească l să nu fie mai mare decât )1( − . (McNeil, 2005), (Hult, 2007). 

Formal, 

}.)(:Rinf{}1)(:Rinf{  =−= lFllLPlVaR L
 

Din punct de vedere probabilistic, VaR reprezintă cuartilele pentru distribuţia pierderilor. 

Valorile tipice pentru α sunt α = 0,95 sau α = 0,99; în managementul riscului de piaţă, orizontul 

de timp Δ este de obicei una sau 10 zile, în managementul riscului de credit şi managementul 

riscului operaţional Δ este de obicei un an. 

  

Fig.1: Ilustrare pentru VaR0.95. 

Abaterea standard a distribuţiei pierderilor ca măsură de risc este frecvent utilizată, în special 

în teoria portofoliului. 

Cu toate acestea, există unele dezavantaje care utilizează abaterea standard ca măsură a 

riscului (Hult, 2007). De exemplu, abaterea standard este definită numai pentru distribuţiile cu 

valoarea medie E(L2)<∞, deci nu este definită pentru variabile aleatorii cu „cozile foarte lungi”. 

Ceea ce este mai important, este faptul că profiturile şi pierderile au un impact egal asupra 

deviaţiei standard ca măsură de risc şi nu fac deosebire între distribuţiile cu probabilitatea 

diferită de pierderi potenţial mari. 

De fapt, abaterea standard nu oferă nici o informaţie cu privire la cât de mari pot fi pierderile 

potenţiale. Putem explica acest lucru printr-un exemplu simplu. 

Exemplu. Considerăm, de exemplu, două distribuţii de pierderi: L1 ~ N(0,2) şi L2 ~t4 

(repartiţia t Student standard cu 4 grade de libertate). Ambele repartiţii L1 şi L2 au o abatere 

standard egală cu √2. Densitatea de probabilitate este ilustrată în Figura 2 pentru cele două 

repartiţii. În mod evident, probabilitatea pierderilor mari este mult mai mare pentru t4 decât 

pentru repartiţia normală N(0,2). (Hult, 2007). 
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Fig.2: Stânga / Dreapta: Funcţia de densitate pentru repartiţia N(0,2) şi t4. 

Pentru repartiţia t4 este mult mai înalt vârful în jurul valorii zero şi are „cozile mai lungi”. 

 

În simularea Monte Carlo, trebuie să identificăm o distribuţie statistică pe care o putem 

folosi ca sursă pentru fiecare dintre parametrii de intrare. Apoi, modelăm probe aleatoare din 

fiecare distribuţie, care apoi reprezintă valorile variabilelor de intrare. Pentru fiecare set de 

parametri de intrare, primim un set de parametri de ieşire. Valoarea fiecărui parametru de ieşire 

este un scenariu specific al rezultatului în execuţia de simulare. Colectăm astfel de valori de 

ieşire dintr-un număr de runde de simulare. În cele din urmă, efectuăm analize statistice asupra 

valorilor parametrilor de ieşire, pentru a lua decizii cu privire la modul de acţiune (indiferent 

care ar fi acesta). Putem folosi statisticile de eşantionare ale parametrilor de ieşire pentru a 

caracteriza variaţia de ieşire. 

Simularea Monte Carlo pentru un proces fizic se bazează pe următorii paşi tipici 

(Raychaudhuri, 2008). 

Generarea modelului static. Fiecare simulare Monte Carlo începe cu dezvoltarea unui model 

determinist care corespunde foarte mult cu scenariul real. Pentru un model determinist, putem 

folosi valoarea cea mai probabilă (sau cazul de bază) a parametrilor de intrare. În acest fel, 

putem aplica câteva relaţii matematice care folosesc valorile variabilelor de intrare şi le 

transformăm în valorile de ieşire dorite. 

Identificarea distribuţiei pentru intrări. Acest pas este unul foarte important, care ar trebui 

să fie bine realizat, pentru a face următorii doi paşi. Când suntem mulţumiţi de modelul 

determinist, adăugăm componentele de risc la model. Deoarece riscurile provin din natura 

stohastică a variabilelor de intrare, încercăm să identificăm distribuţiile care stau la bază (dacă 

există), care guvernează variabilele de intrare. Acest pas are nevoie de date istorice pentru 

variabilele de intrare. Există proceduri statistice standard pentru identificarea distribuţiilor de 

intrare (Raychaudhuri, 2008). 

Generarea variabilelor aleatoare. După ce am identificat distribuţiile care stau la baza 

variabilelor de intrare, generăm un set de numere aleatoare (numite şi eşantioane aleatoare sau 

variante aleatoare) conform acestor distribuţii. Un set de numere aleatoare, care constă dintr-o 
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valoare pentru fiecare dintre variabilele de intrare, va fi folosit în modelul determinist, pentru a 

furniza un set de valori de ieşire. Trebuie să repetăm acest proces generând mai multe seturi de 

numere aleatoare, câte unul pentru fiecare distribuţie de intrare, şi să colectăm diferite seturi de 

valori de ieşire posibile. Această parte este nucleul simulării Monte Carlo. 

Analiza şi luarea deciziilor. După ce am colectat un eşantion de valori de ieşire prin 

simulare, efectuăm analize statistice asupra acestor valori. Acest pas ne oferă încredere statistică 

pentru deciziile pe care le-am putea lua după executarea simulării. 

Concluzie. Simularea Monte Carlo este o tehnică matematică foarte utilă pentru analizarea 

scenariilor nesigure şi pentru analiza probabilistică a diferitelor situaţii. Alte detalii privitor la 

simularea Monte Carlo pot fi găsite în (Raychaudhuri, 2008), (Haugh, 2016) şi (Cohen, 1988). 

Principiul de bază pentru aplicarea analizei Monte Carlo este simplu şi uşor de înţeles. Putem 

folosi diverse programe software pentru simularea Monte Carlo. Diferitele programe au accelerat 

implementarea simulării Monte Carlo în diferite domenii: matematică, inginerie, finanţe etc. 
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3.6. JOCURI DE TIPUL PARETTO-NASH-STACKELBERG  
 

3.6.1. Jocuri strategice, Scurgeri de Informație, Corupție și Principii de Soluționare  

 

Se cercetează jocurile strategice cu reguli încălcate/violate prin scurgeri de informație – 

corupție a simultaneității. Ca rezultat, apar variate jocuri para/pseudo secvențiale. Se clasifică 

asemenea jocuri în baza principiilor aplicabile de soluționare și se construiește taxonomia lor 

împreună cu formularea condițiilor de existență a soluțiilor și demonstrarea lor. 

Mulțimea de echilibre Nash în jocurile simultane, precum și cea de echilibre Stackelberg 

în jocurile secvențiale, pot fi definite în baza noțiunilor de graf al aplicației de răspuns optim. O 

abordare similară este folosită pentru investigarea jocurilor evidențiate în rezumat. 

Se consideră jocul strategic finit: 

    ,,, ...21 Np

p

sss

p

sNpp n
aaSN


==  

unde  nN ,...,2,1=  este mulțimea jucătorilor,  pp mS ,...,2,1=  este mulțimea strategiilor 

jucătorului ,Np   ,# += pp mS  ,Np   și 
p
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aa ...21
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p mmmA   

 Tradițional, jocurile simultane strategice (Nash) și cele secvențiale (Stackelberg) sunt 

examinate ca tipuri separate de jocuri. În jocurile Nash toți jucătorii aleg strategiile lor simultan 

(concomitent) și fiecare jucător determină câștigul său ca valoare a funcției de cost pe profilul 

rezultant. În jocurile Stackeberg jucătorii aleg strategiile lor unul după altul într-o ordine bine 

stabilită și cunoscută tuturor jucătorilor, fiecare jucător cunoscând la momentul alegerii strategiei 

sale a strategiilor jucătorilor precedenți; după ce toți jucătorii și-au ales strategiile lor, pe profilul 

final fiecare își calculează câștigul său ca valoare a funcției de cost. 

 Atât pentru jocurile de tip Nash, cât și pentru cele de tip Stackelberg, există principiile 

corespunzătoare de soluționare. Dacă regulile jocurilor sunt respectate, aceste principii de 

soluționare pot fi aplicate. Dar ce se întâmplă când regulile sunt încălcate/violate prin corupția 

unora dintre elementele lor, spre exemplu unii jucătorii pot afla strategiile alese de alți jucători în 

jocurile Nash sau jucătorii precedenți află cumva intențiile strategice ale jucătorilor succesori? 
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Pot fi examinate asemenea jocuri folosind aceleași principii de soluționare ca și în jocurile de tip 

Nash și Stackelberg sau se cer principii noi de soluționare, adică alte noțiuni de soluție? 

 Rezultatele obținute răspund parțial la aceste întrebări prin considerarea exhaustivă a 

situațiilor posibile și construirea taxonomiei jocurilor obținute în cazul jocurilor de doi jucători 

mxn cu scurgeri de informație. 

 Pentru asemenea jocuri se introduc noțiunile de vectori de cunoaștere-informare-

informație a jucătorilor: A  și B . Se definesc în mod clar componentele vectorilor de 

cunoaștere informare/informație a jucătorilor și în baza informației disponibile se definesc 

rețelele de cunoaștere. 

 Propoziție 1. Pentru jocul strategic cu i niveluri de scurgere a informației există 4i tipuri 

de jocuri. 

 Propoziție 2. Pentru jocul strategic cu 2 niveluri de scurgere a informației există 16 

tipuri de jocuri, care pot fi separate în 7 grupuri distincte, conform principiilor de soluționare 

aplicabile: 

1. Grupul Nash: ,,,, 00|1111|0011|1100|00   

2. Grupul Stackeberg: ,,,, 01|1101|1011|0110|01   

3. Grupul maximin: ,01|01  

4. Grupul maximin versus Nash: ,, 00|0101|00   

5. Grupul optimal versus optimal: ,10|10  

6. Grupul optimal versus Nash: ,, 00|1010|00   

7. Grupul optimal versus Stackelberg: ., 10|1111|10   

Fiecare din grupurile distincte, evidențiate în propoziția 2, este examinat din perspectiva 

principiului de soluționare aplicabil, din cea a condițiilor de existență a soluției și din cea de 

construire a întregii mulțimi de soluții. Se examinează algoritmii de determinare a soluțiilor și 

complexitatea algoritmilor. 

 

3.6.2. Verificarea Taxonomiei Jocurilor Strategice   

 

A fost verificată taxonomia jocurilor strategice cu scurgeri de informație aplicând metode 

de verificare automată în cadrul sistemului Wolfram Mathematica. Au fost verificate condițiile 

de existență a soluțiilor și demonstrațiile corespunzătoare. 

Rezultatele obținute constituie o testare a celor obținute anterior și anume prin metode 

informatice. 

Mulțimea de echilibre Nash în jocurile simultane, precum și cea de echilibre Stackelberg 

în jocurile secvențiale, pot fi definite în baza noțiunilor de grafic al aplicației de răspuns optim. 
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Aplicând posibilitățile sistemului Wolfram Mathematica, programarea funcțională și cea bazată 

pe șabloane, se construiesc funcții care definesc graficele aplicațiilor de răspuns optim. Se 

examinează diverse tipuri de jocuri, ce corespund celor din: 

1. Grupul Nash: ,,,, 00|1111|0011|1100|00   

2. Grupul Stackeberg: ,,,, 01|1101|1011|0110|01   

3. Grupul maximin: ,01|01  

4. Grupul maximin versus Nash: ,, 00|0101|00   

5. Grupul optimal versus optimal: ,10|10  

6. Grupul optimal versus Nash: ,, 00|1010|00   

7. Grupul optimal versus Stackelberg: ., 10|1111|10   

S-a efectuat o analiză a rezultatelor testării în baza căreia s-ar putea realiza un pachet în 

Wolfram Mathematica de rezolvare a problemelor afine jocurilor examinate, precum și de 

ilustrare grafică a jocurilor și diverselor tipuri de soluție. A fost evidențiată necesitatea elaborării 

unor algoritmi eficienți de rezolvare a diverselor probleme legate de asigurarea modulelor 

necesare pentru pachet. 

 

3.6.3. Jocuri matriceale în grafuri orientate  

 

Au fost formulate diverse tipuri de jocuri matriceale în grafuri orientate,  deosebirea lor 

fiind efectuată atât conform structurilor de bază considerate, cât și în baza tipurilor de strategii 

considerate. Astfel se consideră o partiție a tipurilor de jocuri matriceale pe grafuri orientate în 

trei clase distincte: 
++  *,, . În funcție de structurile examinate pe grafuri se deosebesc jocurile 

matriceale corespunzătoare, care „secționează” clasele menționate anterior.  

Au fost definite noțiunile de soluții pentru jocurile matriceale pe grafuri orientate. În 

cadru general au fost formulate condițiile de existență a soluțiilor și demonstrate teoremele 

corespunzătoare. Au fost descrise relațiile dintre soluțiile jocurilor 
++  *,, . Rezultatele 

obținute au fost testate prin metode informatice folosind sistemul Wolfram Mathematica 10.4.1 

și limbajul Wolfram.  

Au fost examinate subclase de jocuri particularizate de structurile considerate: 

8. Drumul maximin; 

9. Arborele de acoperire maximin; 

10. Fluxul maximin; 

11. Ciclul Euler-ian maximin; 

12. Drumul Hamilton-ian maximin; 
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13. Problema comis-voiajorului de tip transport; 

14. Etc. 

Au fost considerate și jocurile poli-matriceale pe grafuri orientate, care au fost 

partiționate, la fel ca și jocurile matriceale în trei clase distincte. Rezultatele obținute pentru 

jocurile matriceale au fost extinse în cazul jocurilor poli-matriceale cu modificările de rigoare. 

Sistemul Wolfram Mathematica 10.4.1 și limbajul Wolfram au oferit posibilitățile de a construi 

exemple ilustrative și a verifica valoarea practică a rezultatelor teoretice obținute. 

 

3.6.4. Jocuri pe rețele  

 

Au fost formulate diverse tipuri de jocuri strategice în grafuri orientate – jocuri pe rețele,  

deosebirea lor fiind efectuată atât conform structurilor de bază considerate, cât și în baza tipurilor 

de strategii considerate. Astfel se consideră o partiție a tipurilor de jocuri pe rețele în trei clase 

distincte: 
++  *,, . În funcție de structurile examinate, se deosebesc jocurile corespunzătoare, 

care „secționează” clasele menționate mai sus precum și în raportul precedent.  

Au fost definite noțiunile de soluții pentru jocurile pe rețele, ca o generalizare a jocurilor 

matriceal în grafuri orientate. În cadru general au fost formulate condițiile de existență a 

soluțiilor și demonstrate teoremele corespunzătoare, în similitudine cu jocurile matriceale în 

grafuri orientate cercetate anterior.. Au fost descrise relațiile dintre soluțiile jocurilor 
++  *,, . 

Rezultatele obținute au fost testate prin metode informatice folosind sistemul Wolfram 

Mathematica 11 și limbajul Wolfram.  

Au fost examinate subclase de jocuri particularizate de structurile considerate: 

15. Drumul maximin; 

16. Arborele de acoperire maximin; 

17. Fluxul maximin; 

18. Ciclul Euler-ian maximin; 

19. Drumul Hamilton-ian maximin; 

20. Problema comis-voiajorului de tip transport; 

21. Etc. 

Au fost considerate și jocurile dinamice pe rețele, care au fost partiționate, la fel ca și 

jocurile poli-matriceale în trei clase distincte. Rezultatele obținute pentru jocurile poli-matriceale 

și cele dinamice au fost extinse în cazul jocurilor de control de tipul Pareto-Nash-Stackelberg. 

Sistemul Wolfram Mathematica 11 și limbajul Wolfram au oferit posibilitățile de a construi 

exemple ilustrative și de a verifica valoarea practică a rezultatelor teoretice obținute. 

 

3.6.5. Problema de transport cu funcții de cost concave liniare pe porțiuni în raport cu 

fluxurile pe arce. Jocuri strategice de potrivire a incluziunilor  
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Au fost formulate diverse tipuri de modele ale problemei de transport pe rețele cu funcții 

de cost concave liniare pe porțiuni în raport cu valorile fluxurilor pe arce, problema de bază fiind 

de tipul: 

 

unde  este o mulțime de fluxuri admisibile pe rețeaua  descrisă de următorul sistem: 

 

care are restricții de ne-negativitate asupra valorii fluxurilor, precum și restricții asupra 

capacităților de transport pe arce , pentru toate . 

 A fost studiată complexitatea problemelor enunțate. Ținând cont de complexitatea 

problemelor, a fost adoptată metoda de soluționare și  elaborat algoritmul corespunzător. 

Pentru testarea algoritmului de soluționare au fost elaborate programele corespunzătoare 

în Limbajul Wolfram și generate diverse probleme de testare. Problemele test au fost soluționate 

atât cu mijloacele / funcțiile standard proprii ale Sistemului Wolfram Mathematica, cât și 

folosind programele elaborate. Testările au fost realizate atât pe calculatoare personale, cât și pe 

Clusterul CECMI. 

A fost continuată studierea metodelor de soluționare a jocurilor poli-matriceale în 

strategii mixte cu scopul elaborării unui pachet de programe pentru Sistemul Wolfram 

Mathematica, orientat spre determinarea mulțimilor Nash. 

A fost formulat modelul jocului de potrivire a incluziunilor mulțimilor poliedrale ca o 

extensiune în cadrul teoriei jocurilor a problemelor de incluziune a mulțimilor poliedrale. Au fost 

formulate variate probleme de aflare a situațiilor de echilibru strategic pentru asemenea jocuri și 

expuse în linii generale metodele de aflare a unor asemenea situații de echilibru. 

 

3.6.6. Asupra Metodei potențialelor pentru problema de transport degenerată   

 

Denumirea de „Problemă de Transport” este un nume generic dat unui tip special de 

probleme matematice și economice ce țin de optimizarea cheltuielilor de transport și alocare a 

resurselor. O problemă clasică de transport reprezintă o problemă particulară de programare 

liniară care constă în determinarea unui plan optim de transport a unui produs omogen de la 

surse (unități de aprovizionare, furnizori, centre de producție) la destinații (unități adresate, 

consumatori, beneficiari, centre de distribuție) cu scopul de a le satisface cererile minimizând 

concomitent cheltuielile totale de transport. 

Pentru prima dată problema de transport a fost formulată și cercetată de către 

matematicianul francez Gaspard Monge în 1781 [1]. În anii 1920 problema a fost studiată din 
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perspectiva matematică de către A.N. Tolstoi. Un progres considerabil în studierea și 

soluționarea problemei de transport a fost realizat de către matematicianul și economistul 

sovietic Leonid V. Kantorovich [2] în anii 1940.  În consecință problema de transport este 

numită problema de transport Monge-Kantorovich. Sub formă de problemă de programare 

liniară problema a fost considerată în anii 1940 și de către savanții americani, fiind cunoscută și 

sub denumirea de problemă de transport Hitchcock-Koopmans. 

Metoda potențialelor este prima metodă exactă de soluționare a problemei de transport. A 

fost propusă în 1949 de către L.V. Kantorovici și M.C. Gavurin. Reprezintă o modificare a 

metodei simplex ce ține cont de specificul problemei de transport. Algoritmul metodei 

potențialelor diferă de un algoritm al metodei simplex prin lipsa pasului de control al funcției la 

nemărginire pe mulțimea de soluții. Lipsa acestui pas în metoda potențialelor este condiționată 

faptul că orice problemă echilibrată de transport este întotdeauna soluționabilă. 

În continuare ne vom referi doar la problema de transport ca problemă de programare 

liniară. 

Problema de transport prezintă interes numai dacă respectă următoarele ipoteze:  

• cel puțin o sursă poate aproviziona mai multe destinații și cel puțin o destinație poate 

primi unități de flux de la mai multe surse; 

• unele rute de legătură pot avea restricții superioare și / sau inferioare asupra capacității de 

transportare;  

• există un cost al deplasării unei unități de flux de la un punct la altul, care poate fi 

exprimat în bani, timp sau distanță̆. 

 

3.6.7. Unele aspecte ale problemei clasice de transport  

 

Se consideră că există un număr  de surse care posedă un produs dat în cantitatea 

,  și  destinații care solicită acest produs și au necesitățile , . Se presupune că 

o unitate de produs transportată de la sursa  la destinația  costă  unități bănești, unde ,  

. Se cere să se determine planul optim de transport, adică ce cantități  de produs, unde 

,  , trebuie să fie transportate de la fiecare sursă la fiecare destinatar, astfel încât 

costul total de transport să fie minim. 

Problema clasică de transport constă în determinarea unui plan , astfel încât funcția obiectiv 

 

să atingă valoarea minim  , unde  este mulțimea de soluții admisibile. 

Modelul matematic al problemei de transport în forma standard este: 
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                                (1) 

Vom spune că problema de transport este echilibrată și admite soluții dacă satisface 

condițiile: 

, , , ,          (2) 

În cazul în care problema de transport nu este echilibrată ea poate fi echilibrată în felul 

următor: 

• pentru  se introduce o destinație fictivă pentru care 

, 

 iar costurile de transport ,  sunt egale cu zero; 

• pentru  se introduce o sursă fictivă pentru care  

, 

iar costurile de transport ,  sunt egale cu zero. 

În cele mai dese cazuri problemele economice concrete implică restricții, din motive tehnice 

sau economice, a capacității de transportare pe unele rute. Modelul matematic a unei astfel de 

probleme poate fi descris astfel: 

 

     

pentru care sunt satisfăcute relațiile ce asigură existența soluției: 

- , , ,  , , 

-  pentru ,  pentru . 

Dacă avem în vedere erorile de rotunjire care apar inevitabil când se fac calcule pe 

calculator, orice eroare propagându-se imediat la tot tabelul, acest fapt este depășit aplicând 

varianta revizuită a algoritmului simplex. În prezent, există variate softuri performante pentru 

rezolvarea problemei de optimizare liniară, unul dintre ele fiind „Wolfram Mathematica”. 

Problema de transport poate fi soluționată utilizând metoda simplex [3]. Totuși specificul 

problemei permite construirea unor metode mai eficiente. În primul rând trebuie menționat faptul 

că matricea coeficienților din sistemul de restricții este dominată de zerouri. Este un argument, 

destul de important, cel puțin în cazul dimensiunilor mari de a folosi metoda potențialelor. 
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Vom remarca faptul că într-o problemă de transport nu poate apărea decât varianta de 

optim finit existând întotdeauna soluții admisibile iar minimumul − nu este posibil deoarece 

avem de minimizat o funcție liniară cu toți coeficienții pozitivi pe o mulțime de soluții cu toate 

componentele pozitive. În continuare enumerăm câteva rezultate importante bine cunoscute. 

Teorema 1: Problema de transport conține totdeauna o soluție și o restricție egalitate 

redundantă. Când este înlăturată oricare dintre restricțiile egalități, sistemul format din cele 

  rămase formează un sistem liniar independent [4]. 

Din Teorema 1 rezultă că o bază pentru problema de transport este formată din  

vectori liniar independenți, iar soluția admisibilă de bază are  variabile. Dacă soluția 

admisibilă de bază are exact  componente pozitive, ea se numește soluție admisibilă de 

bază nedegenerată. Dacă soluția admisibilă de bază are mai puțin de  componente 

pozitive, ea se numește soluție admisibilă de bază degenerată. 

Teoremă 2:  O problemă de transport are soluții degenerate dacă și numai dacă există o 

submulțime strictă și nevidă a furnizorilor și o submulțime strictă și nevidă a consumatorilor 

astfel încât suma disponibililor furnizorilor din prima submulțime este egală cu suma cererilor 

consumatorilor din a doua. 

Metoda potențialelor este o versiune a algoritmului simplex revizuit și poartă numele de 

algoritm de transport, expus inițial de către L.V. Kantorovich [6]. 

În continuare vom descrie pașii care trebuie îndepliniți pentru soluționarea unei probleme 

de transport conform metodei potențialelor. 

Pasul 1: Se construiește tabelul de transport în care vom introduce datele ce se referă la 

cantitatea de produs ce o conține fiecare sursă , , cantitatea de produs de care are 

nevoie fiecare destinație ,  și cheltuielile de transport din sursa  în destinația  dată de 

valorile , ceia ce înseamnă că se completează Tabelul 1: 

Tabelul 1 

Tabelul de transport. Forma generală. 

Ai                    

Bj 

B1 B2 … Bn ai 

A1 c11 

x11 

c12 

x12 

 

… 

c1n 

x1n 

a1 

A2 c21 

x21 

c22 

x22 

 

… 

c2n 

x2n 

a2 

… … … … … … 

Am cm1 

xm1 

cm2 

xm2 

 

… 

cmn 

xmn 

am 

 bj b1 b2 … bn  
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Pasul 2: Determinarea unei soluții inițiale de bază care poate fi obținută utilizând una din 

metodele ce urmează: 

• Metoda colțului nord – vest (G. Dantzig) [7] constă în completarea consecutiv a 

celulelor tabelului cu cantități maximal posibile de produs după regula de sus în jos și 

de la stânga la dreapta, deci inițial se completează celula din stânga sus, apoi se 

completează una după alta tot rândul, se trece la următorul rând care iarăși se 

completează de la stânga la dreaptă, și așa continuăm până se completează întregul 

tabel. 

• Metoda costului minim (H. S. Houthakker) constă în completarea celulei care conține 

costul unitar de transport minimal, apoi se completează următoarea celulă cu cost unitar 

minimal, și așa mai departe până când se completează întregul tabel. 

Fiind aleasă celula în care va fi înscrisă prima variabilă bazică, dar și fiecare alta mai 

târziu, conform uneia dintre metodele descrie mai sus celulei i se va atribui valoarea posibilă în 

dependență de sumele de pe linii și respectiv coloane, adică  , iar ca urmare 

putem avea una din situații [5]: 

1. , deci toate variabilele din linia  vor obține valoarea zero, deci nebazice și se 

suprimă linia  din tabel iar mărimea , procesul se va repeta și pentru 

variabilele din tabelul nou obținut cu  linii și  coloane; 

2. , deci toate variabilele din coloana  vor obține valoarea zero, deci nebazice și se 

suprimă coloana  din tabel iar mărimea , procesul se va repeta și pentru 

variabilele din tabelul nou obținut cu  linii și  coloane; 

3. , deci va fi ștearsă linia  sau coloana  dar nici într-un caz ambele: dacă în 

tabelul nou obținut vom avea câteva coloane și o singură linie atunci se va suprima 

coloana , iar în caz că se vor obține mai multe linii și o singură coloană se va suprima 

linia k; 

Teoremă 3: Variabilele obținute după metoda descrisă mai sus în calitate de soluție 

inițială formează bază. 

Pasul 3: Se verifică dacă soluția curentă este optimă, în acest scop inițial se formulează 

duala problemei de transport în felul următor: fiecărei restricții  i se 

asociază o variabilă ,    iar fiecărei restricții   i se asociază o 

variabilă , , care sunt variabile în problema duală. Deoarece fiecare variabilă apare câte 

o singură data în fiecare dintre restricții, duala poate fi scrisă astfel: 

      



97 

Deoarece vom porni de la o soluție de bază nedegenerată, unde sunt  componente 

pozitive , atunci soluția va fi optimă dacă . 

 Se va completa Tabelul 2 care va conține: 

a) Pe ultima linie valorile ,  și respectiv pe ultima coloană valorile  ,  

 care vor fi determinate din relațiile: , ,   - bazice. 

Acest sistem admite o infinitate de soluții deoarece avem  astel de ecuații, dar 

numărul de necunoscute este , deci pentru a obține valori unice se va considera , iar 

restul necunoscutelor vor fi determinate din ecuații. Valorile  și  astfel obținute vor 

transforma în zerouri coeficienții variabilelor bazice. 

b) Pentru fiecare celulă se calculează , , . În cazul 

elementelor din linia  și coloana  ce corespund componentelor nenule ale soluției 

admisibile de bază avem . 

Tabelul 2 

Tabelul de transport ce conține o soluție inițială de bază. 

Ai                    

Bj 

B1 B2 … Bn ui 

 

A1 

c11 

x11 

11 

c12 

x12 

12 

 

… 

c1n 

x1n 

1n 

 

u1 

 

A2 

c21 

x21 

21 

c22 

x22 

22 

 

… 

c2n 

x2n 

2n 

 

u2 

… … … … … … 

 

Am 

cm1 

xm1 

m1 

cm2 

xm2 

m2 

 

… 

cmn 

xmn 

mn 

 

um 

vi v1 v2 … vn  

 

În dependență de valorile  din tabelul 2 putem lua decizia în ceia ce privește 

optimalitatea soluției curente: 

1. Dacă pentru orice  și orice  avem , atunci soluția curentă este 

soluție optimă a problemei. STOP. 

2. Dacă există , atunci soluția curentă nu este optimă și se trece la pasul 4. 

Teoremă 4: Problema de transport (1) are plan optim dacă și numai dacă este echilibrată. 

 Pasul 4. Îmbunătățirea soluției curente constă în determinarea unei variabile dintre cele 

nebazice care să intre în bază și să devină nenulă și determinarea unei variabile care va părăsi 

baza, ceia ce este posibil utilizând condiția de admisibilitate și în consecință soluția se va 

îmbunătăți. În așa fel, obținem altă soluție de bază după care trecem la pasul 3. 
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Definiție: Numim ciclu ce corespunde unei celule libere o succesiune de  celule două câte 

două alăturate pe aceeași linie, sau respectiv pe aceeași coloană, cu treceri alternative pe linii și 

coloane, succesiunea care începe imediat după celula aleasă și se încheie în vecinătatea 

aceleiași celule.  

În scopul îmbunătățirii soluției se determină  și începând cu celula  se 

construiește un ciclu format din acele celule  a tabelului cărora le corespund valorile  

trecând alternativ pe linii și coloane încât să fie asigurată întoarcerea în celula  din care a 

pornit ciclul. Asociem celulelor din circuitul alternativ “+” și “-” alegându-se un sens de 

parcurgere oarecare, pornind pe linie sau coloană, începând cu celula . Pentru determinarea 

cantității de produs care trebuie transportat pentru îmbunătățirea soluției vom alege astfel de 

mărime care satisface condiția . După care 

modificăm varibelele care aparțin ciclului după regula: 

 

După modificarea soluției se va trece la pasul 3 pentru a fi verificată dacă soluția obținută 

este una optimă pentru problema formulată. 

Din algoritmul descris putem face următoarele observații: 

a) În cazul în care nu există rută între anumite surse și destinații problema poate fi 

soluționată utilizând aceiași metodă asociind costuri de transport foarte mari în raport 

cu celelalte costuri și în așa fel aplicând algoritmul vor fi evitate rutele blocate. 

b) Pentru determinarea unei soluții inițiale de bază, în cazul problemelor de transport cu 

restricții asupra capacității de transportare pe unele rute,  se va ține cont de faptul că 

variabila  este de bază doar dacă avem  sau 

 . Chiar și așa este posibil ca disponibilul de produs să nu fie 

complet epuizat, sau necesarul de produs să nu fie complet satisfăcut. 

c) În cazul în care la pasul ce prevede verificarea soluției dacă este optimă avem câteva 

valori egale , atunci alegem acea celulă căreia îi corespunde valoarea 

minimă a costului pentru unitate de produs. 

d) În cazul în care pentru o soluție optimă avem  unde  și  sunt indici în afara 

bazei putem obține o soluție nouă pornind de la acea celulă și vom spune că problema 

are soluție optima multiplă. 

e) În cazul în care determinând cantitatea de produs care trebuie transportat pentru a 

îmbunătăți soluția alegem  care este o 

valoare multiplă implică ieșirea din soluție a tuturor, fapt care conduce la obținerea 

unei soluții degenerate și care poate duce la ciclarea algoritmului. Ca opțiune în acest 
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caz s-ar putea de înlocuit zerourile în exces cu 0+ care vor impune participarea în 

soluție ca valori neegale cu zero. 

f) În cazul în care avem o problemă de transport care necesită maximizarea funcției 

obiectiv la fel poate fi aplicat algoritmul descris cu unele modificări: 1. Pentru a afla o 

soluție admisibilă inițială de bază se va utiliza metoda elementului maxim. 2. Se va 

verifica dacă soluția curentă este sau nu optimă, adică dacă există  ea nu este 

optimă și se va trece la pasul 4 al algoritmului. 

g) Fiecare linie sau coloană a tabelului de transport conține două elemente din ciclu sau 

nici unul. 

 

3.6.8. Tratarea soluției degenerate în soluționarea problemei clasice de transport   

 

În cazul în care soluția admisibilă de bază are mai puțin de  componente pozitive 

și avem o soluție admisibilă de bază degenerată putem obține o soluție nedegenerată înlocuind 

zerourile în exces cu 0+ care vor impune participarea în soluție ca valori neegale cu zero. 

O altă modalitate constă în alcătuirea sistemului  , ,   - bazice. 

În cazul degenerat numărul de variabile cărora li se pot atribui valori arbitrare este mai mare 

decât unu. Soluționăm sistemul și calculăm diferențele finite , , 

. Alegem, celula cu cea mai mică valoare negativă. Pentru ea găsim un ciclu de 

redistribuire reieșind din considerentele că toate celule cu etichetă “-” trebuie neapărat să fie 

ocupate, adică valoarea înscrisă într-o celulă etichetată cu “-” trebuie să fie pozitivă. Existența 

cel puțin a unui ciclu este garantată de varianta obișnuită a metodei potențialelor. În urma 

redistribuirii valorilor se efectuează trecerea de la planul degenerat de transport la unul 

îmbunătățit, dar nu neapărat la unul nedegenerat. O asemenea metodă de îmbunătățire a 

planurilor de transport degenerate exclude cazurile când se efectuează trecerea de la un plan la 

altul cu schimbarea doar a valorilor 0+ dintr-o celulă în alta. Prin urmare, cu evidență, o 

asemenea metodă de tratare a cazurilor degenerate poate micșora numărul de iterații ale metodei 

potențialelor la rezolvarea problemelor degenerate. 

O modalitate de îmbunătățire a soluției sau/și obținerea unei soluții nedegenerate este să 

respectăm următoarele recomandări:  

1. Se construiește un ciclu, care va începe cu o celulă ce are valoarea fluxului egală cu 

zero,  cea căreia îi corespunde un cost minim în cazul în care avem posibilitatea alegerii 

din câteva opțiuni și care va fi marcată cu “+”; 

2. Pentru ciclu se vor alege astfel de celule marcate cu “-” încât neapărat să conțină un flux 

de produs, iar celulele marcate cu “+” pot fi chiar și toate cu valori nule de flux; 
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3. Pentru determinarea cantității de produs care trebuie transportat astfel încât să 

îmbunătățim soluția vom alege . 

După care modificăm varibelele care aparțin ciclului după regula: 

 

4. Ne întoarcem la pasul 3 a metodei potențialilor pentru a verifica dacă soluția obținută 

este optimă, în caz contrar ne întoarcem la punctul 1 și repetăm procedura de construire 

a ciclului și îmbunătățirea soluției pentru o soluție degenerată. 

Exemplu: Fie este dat tabelul 3 de transport cu soluția inițială degenerată 

Tabelul 3 

Tabelul de transport ce conține o soluție degenerată. 

Ai                    

Bj 

B1 B2 B3 B4 ai 

A1 “-”      9 

50 

7 2 1 

“+” 

50 

A2 4 

“+” 

“-”   10 

50   

10 2 

 

50 

A3 5 

 

3 

“+” 

“-”     3 

50 

7 50 

A4 5 2 2 

“+” 

“-”      8 

50 

50 

bj 50 50 50 50  

Din tabel se vede că am obținut o soluție  care conține doar 4 

componente nenule, deci este o soluție degenerată. În acest caz costul cheltuielilor este 

 . Urmând recomandările de mai sus, vom construi un ciclu ,  , 

, , , , ,  și vom asocia începând cu  semnul 

“-” iar pentru  semnul “+”. În urma transportării cantității de produs de mărimea 50 

obținem tabelul 4: 

Tabelul 4 

Tabelul de transport ce conține o soluție degenerată îmbunătățită. 

Ai                    

Bj 

B1 B2 B3 B4 ai 

A1   9 

 

7 2 1 

50   

50 

A2 4 

50   

  10 

 

10 2 

 

50 

A3 5 

 

3 

50   

    3 

 

7 50 

A4 5 2 2 

50   

     8 50 

bj 50 50 50 50  

 

Ca rezultat se va obține o soluție degenerată dar căreia îi corespunde un cost mult mai mic 

. Acest proces poate fi repetat fapt care ne va conduce la o soluție optimă. 
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3.7. METODA VOLUMULUI FINIT LA SOLUȚIONAREA 

PROBLEMELOR DE TIP CONVECȚIE-DIFUZIE  
 

În cadrul proiectului a fost preconizată cercetarea modelelor și metodelor numerice ce țin 

de ecuații diferențiale de tip mixt, i.e. pentru ecuații care pot fi de tip parabolic sau hiperbolic (de 

tip convecție-difuzie) în dependența de valorile coeficienților. Scopul principal constă în 

elaborarea schemelor eficiente de calcul pentru soluţionarea numerică a problemelor 

bidimensionale și tridimensionale complexe ale fizicii matematice, definite pe domenii multiplu 

conexe. Utilizând conceptul metodei volumelor finite, au fost elaborate algoritmii eficienţi şi 

software-ul corespunzător de soluţionare a problemelor formulate pe calculatoare cu mai multe 

procesoare. 

Ecuația de tip convecție-difuzie este o combinație de ecuații de difuzie și convecție 

(advecție), și descrie fenomene fizice în care particulele, energie, sau alte mărimi fizice sunt 

transferate într-un sistem fizic din cauza a două procese: difuzie și convecție [1]. În funcție de 

context, aceeași ecuație poate fi numită ecuația de tip advecție-difuzie, ecuație drift-difuzie sau 

ecuația de transport scalar (generic). Pentru probleme legate de ecuații de tip convecție-difuzie 

este propus un număr mare de scheme cu diferențe eficiente pentru rețeaua discretă cu celule 
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dreptunghiulare [1 – 3]. Cu toate acestea, în cazul rețelelor discrete neregulate astfel de scheme 

lipsesc. Prin urmare, a fost efectuată o analiză comparativă a metodelor existente cu scopul 

alegerii unei scheme eficiente din punct de vedere a exactității rezultatelor numerice. 

La soluţionarea problemelor formulate a fost aplicată metoda volumelor finite, care a fost 

elaborată în ultimele decenii şi reprezintă o generalizare a metodei diferenţelor finite pentru 

cazul reţelelor neregulate. Aplicarea acestei metode conduce la necesitatea rezolvării unor 

sisteme de ecuaţii algebrice lineare de dimensiuni mari (zeci şi sute de mii de ecuaţii), iar aceasta 

implică necesitatea elaborării unor algoritmi specifici calculului paralel pe sisteme cu mai multe 

procesoare.  

Au fost rezolvate și câteva probleme adiacente (din domeniul energeticii) ce țin de 

construirea și fundamentarea teoretică a schemelor cu diferențe finite cu minimizarea efectelor 

de disipare și dispersie, a schemelor computaționale pentru calculul câmpurilor magnetice ale 

liniei electrice și pentru calculul parametrilor de bază în linia electrică cu transpunerea circuitelor 

de fază. 

Rezultate obținute în cadrul realizării proiectului au fost publicate și prezentate la 

conferințe naționale și internaționale. 

 

3.7.1. Analiza comparativă a schemelor cu diferențe finite pentru problemele de tip convecție-

difuzie  

 

În modelarea matematică a unor dispozitive electronice este de obicei necesară obținerea 

soluției u(x) a următoarei probleme de tip convecție-difuzie 

 ,  (1.1) 

  

 .  (1.2) 

Aici termenul cu coeficientul k(x) descrie componenta de difuzie, iar termenul cu 

coeficientul r(x) descrie componenta de derivație sau convecție. Vom menționa că, în cazul în 

care coeficienții k(x) și r(x) ai ecuației sunt comparabili, problema poate fi rezolvată numeric 

utilizând o schemă cu diferențe finite standard. Cu toate acestea, în multe aplicații valoarea 

coeficientului de convecție , astfel încât raportul poate lua forma unei delta 

funcții cu valori maxime de ordinul a mii sau zeci de mii.În acest caz, soluția problemei 

formulate are un caracter exponențial, iar abordările standard pentru construirea schemelor cu 

diferențe conduc la soluții numerice cu eroare mare în special pe rețelecoarse. 
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Diferite scheme cu diferențe pentru rezolvarea astfel de probleme sunt considerate în[4 – 

7]. În acest paragraf vom efectuă o analiză comparativă a eficacității schemelor existente prin 

rezolvarea unei problemei specifice. 

Deci, considerăm problema (1.1), (1.2) și aplicăm metoda diferențelor finite pentru 

rezolvarea ei numerică.În acest scop introducem rețeaua cu pasul : 

și considerăm câteva modalități cunoscute de construire a 

schemelor cu diferențe finite. 

1. Prima metodă(o numim clasică) constă în aproximarea derivatelor din ecuația (1) prin 

derivate cu diferențe finite în toate nodurile interne ale rețelei . Pentru această rescriem 

ecuația (1) în următoare formă  

  (1.3) 

Apoi aplicăm metoda integro-interpolară [4] pentru a aproxima derivata de ordinul doi 

prin derivata cu diferențe cu eroarea de trunchiere ce are ordinul doi de aproximare în raport cu 

pasul h 

  (1.4) 

Aicisunt folosite următoarele notații: 

  . 

Al doilea termen din (1.3) ce conține derivata de ordinul întâi poate fi aproximat cu 

derivata cu diferențe centrată pentru păstrarea ordinului doi de aproximare  

  (1.5) 

Astfel, obținem schema cu diferențe finite, care aproximează problema diferențială (1.1), (1.2) și 

are forma 

 ,  (1.6) 

 .  (1.7) 

Schema obținută poate fi scrisă ca un sistem de ecuații algebrice liniare cu matricea 

tridiagonală 

  

 ,  (1.8) 

 , 

unde 

 . 
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Este important de menționat faptul că, în construcția schemelor de diferențe pentru 

problemele hidrodinamicii, transferului căldurii și transferului de masă, o atenție deosebită este 

acordată schemelor monotone, adică schemelor, pentru care principiul de maxim este îndeplinit 

la nivel discret. Astfel, schema (1.8), pentru care condițiile principiului de maxim  

  (1.9) 

sunt îndeplinite, se numește schema cu diferențe finite monotonă. Aceste scheme au 

proprietatea că soluția numerică a problemei are un profil monoton, dacă soluția exactă a 

problemei diferențiale inițiale este funcția monotonă. 

Pentru schema(1.6), (1.7) condițiile(1.9) sunt îndeplinite numai dacă 

sau , unde Pe reprezintă numărul Péclet. În caz de neglijare a 

acestei condiții, unele oscilații non-fizice pot apărea în soluție numerică. 

2. Pentru a obține o schemă monotonă se poate proceda după cum urmează. Când 

aproximăm al doilea termen în ecuația (1.3), ce conține derivata de ordinul întâi, folosim derivate 

cu diferențe unilaterale și .  

Să rescrieți (1.3) în forma 

  (1.10) 

și să introducem funcțiile de rețea 

, , . 

Apoi obținem următoarea aproximație pentru (1.10): 

 ,  (1.11) 

În acest caz 

  

și condițiile de monotonie (1.9) sunt îndeplinite.Astfel, schema (1.11) este monotonă, dar are 

doar ordinul întâi de aproximare.  

3. În [4] – [6] se propune o modificare a schemei (1.11) pentru a crește ordinul de 

aproximare până la doi. În acest scop, considerăm ecuația (1.10) cu coeficienți perturbați  

  , (1.12) 

unde  –numărul Reynolds. 

Pentru al doilea termen obținem următoarea aproximare 

  , 

unde , . 
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Atunci aproximația pentru (1.12) ia forma 

 .  (1.13) 

În acest caz 

  

și condițiile de monotonie (1.9) sunt încă îndeplinite, dar datorită introducerii factorului de 

regularizare , relația cu diferențe finite(1.11) aproximează ecuația (1.10) cu ordinul doi 

de exactitate. 

4. În [7], [8] este propusă o metodă pentru construirea așa-numitei scheme cu diferențe 

exponențiale. Ideea este de a transforma termenul din ecuația(1.1) după cum 

urmează 

 .  (1.14) 

Prin urmare pentru ecuația nou obținută 

 , 

aproximarea cu diferențe finite de ordinul doi de exactitate, bazată pe metoda integro-interpolară, 

va fi de forma  

 .  (1.15) 

În acest caz 

  

și condițiile de monotonie (1.9) sunt, de asemenea, îndeplinite. 

5. În [9] se propune o metodă de construire a schemei cu diferențe, cunoscută sub numele 

de schema lui Gummel. Ideea metodei este următoarea.Introducem funcția de flux 

, 

atunci ecuația(1.1) se transformă în 

  . (1.16) 

În conformitate cu metoda integro-interpolară, aproximarea pentru (1.16) devine 

 . (1.17) 

Pentru a obține formula pentru valoarea fluxului în centrul celulei considerăm ca 

funcțiile și să fie constante în aceasta celulă și să fie egale cu 
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, . 

Mai departe rezolvăm ecuația diferențială în raport cu fluxul 

 ,  (1.18) 

cu condițiile la limită 

  . (1.19) 

Să reprezentăm ecuația (1.18) în formă 

  (1.20) 

Această ecuație se integrează pe intervalul . Obținem 

                                              (1.22) 

După o serie de transformări a expresiei (1.17) obținem schema cu diferențe finite  

  (1.22) 

În acest caz 

  

Deci, condițiile de monotonie (1.9) sunt, de asemenea, îndeplinite. 

6. Metoda de construire a schemei cu diferențe propusă în [10] pentru problema (1.1)reduce 

problema diferențială la o schemă cu diferențe finite similară cu schema (1.22). Ca și în schema 

Gummel, aici se asumă că pe fiecare segment coeficienții ecuației (1.1) au valori 

constante, partea dreaptă a ecuației este o funcție lineară și, prin urmare, următoarea problemă cu 

coeficienți constanți rămâne să fie rezolvată  

 ,  

  . (1.23) 

Soluțiile problemei (1.23), obținute pe intervale , se introduc în 

condiția de continuitate a fluxului în nodul . Deci, 

  , 

  . (1.24) 
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După anumite transformări se obține schema similară cu cea din (1.22).  

Vom efectua o analiză comparativă a eficacității schemelor descrise anterior prin aplicare 

a acestora la rezolvarea unei probleme concrete. În acest scop considerăm ecuația (cu soluția 

exactă cunoscută) examinată în [7]: 

 

  (1.25) 

pentru diferite valori ale parametrului .  

Soluțiile numerice ale problemei (1.25) obținute în rezultatul acestei aplicări sunt 

prezentate în fig. 1, 2, 3 pentru diferite valori parametrului . Prin linia de culoarea albastră este 

reprezentată soluția exactă,thereddot– soluția numerică după schema exponențială(1.15), a 

magenta line –soluția numerică după schema clasică cu derivata cu diferențe centrată(1.6), 

bluerhombuses–soluția numerică după schema (Karetkina) descrisă în [4], blackdots–soluția 

numerică după schema luiGummel(1.22) și prin pătrățele de culoarea verde–soluția numerică 

după schema luiSamarskiiregularizată(1.13). 

 

Fig 1. Rezultate numerice pentru  = 10 pe rețele cu pasul h = 0.1 și h = 0.05 
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Fig 2. Rezultate numerice pentru  = 100 pe rețele cu pasul h = 0.1 și h = 0.05 

 

Fig3.Rezultate numerice pentru  = 1000 pe rețele cu pasulh = 0.1 șih = 0.05 

 

3.7.2. Rezolvarea numerică a problemei pentru dispozitivul semiconductor  

 

În baza analizei rezultatelor numerice obținute au fost 

stabilite limitele de aplicabilitate pentru scheme de calcul 

considerate. Testarea algoritmelor de calcul a fost realizată 

cu ajutorul soft-ului elaborat în sistemul Matlab. În baza 

acestui studiu a fost elaborat algoritmul de calcul conform 

schemei cu diferențe pentru problema de tip convection-

diffusion cu trei variabile spațiale. Acest algoritm a fost 

adoptat la rezolvarea problemei bidimensionale pentru 

dispozitivul semiconductor. Algoritmul este realizat în 

limbajul Fortran pentru claster cu 48 de procesoare. 

În rezultatul modelării matematice a comportării unui dispozitiv semiconductor se obţine un 

sistem de ecuaţii diferenţiale neliniare. Vom prezenta formularea matematică a problemei, care 

trebuie rezolvată în cadrul acestui proiect. Considerăm modelul unei diode semiconductoare (fig. 

4). Dioda semiconductoare este formată din două regiuni cu diferit dopaj: regiune de tip p, cu o 

concentraţie dominantă de găuri și regiune de tip n, cu o concentraţie dominantă de electroni. 

Electrodul anodului este conectat la regiunea de tip p, iar catodul este conectat la regiunea de tip 

n. Impuritățile, care se adaugă la materialul semiconductorului la fabricarea, determina tipul de 

conductibilitate impurităţii a fiecărei regiuni. Concentraţia de impurităţi în fizica 

semiconductoarelor este, de obicei, notată cu N. Se presupune că funcţia  

este cunoscută și are o concentraţie de donatori ionizaţi  și acceptori . Valoarea negativă a 

Fig. 4 
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concentraţiei de impurităţi este determinată de atomii ale acceptoarelor (semiconductor de tip p), 

iar valoarea pozitivă este determinată de atomii ale donatorilor (semiconductor de tip n). 

Pentru calcularea parametrilor diodei folosim formularea bazată pe modelul DDM (Drift-

Diffuzion Model [11]). Soluţia se caută în paralelogramul 

 (vezi fig. 4). Frontiera domeniului 

marcată cu culoarea sură și cu cuvintele "cathode/anode" vom nota prin  și vom defini aici 

valorile funcţiilor necunoscute, i.e. obţinem condiţiile Dirichlet. Iar la restul frontierei, pe care îl 

notăm prin , vom defini fluxul normal egal cu zero, i.e. obţinem condiţiile Neumann. 

Presupunem că  . Funcţiile  necunoscute sunt următoarele: φ - 

potenţialul electrostatic,  și  - nivelurile cvasi-Fermi pentru electroni și goluri, respectiv. 

Funcţiile φ, ,  trebuie să satisfacă unui sistem de ecuaţii diferenţiale neliniare prezentat in 

[11]: Presupunem că catodul este conectat la masă (  = 0), iar tensiunea pe anod este cunoscută  

. Apoi, pe frontieră , și anume pe anod și catod, funcţiile  au forma 

; ; . 

De pe celelalte frontiere condiţii la limită sunt condiţiile Neumann 

, 

unde punctul denotă produsul scalar al vectorului normalei externe  la frontieră cu potenţialul φ 

și vector-funcţii  și .  

Schema de calcul pentru problema formulată se construieşte prin aplicarea metodei 

volumelor finite [12]. Ca rezultat se obţine un sistem de ecuaţii algebrice liniare cu matricea 

simetrică. De remarcat faptul că în soluţionarea problemelor reale se obţine un sistem ce conţine 

mii sau zeci de mii de ecuaţii. Cu toate acestea, fiecare ecuaţie conţine numai câteva elemente 

nenule (de obicei, de la 9 la 25), atunci matricea rezultată este suficient de rară. În algoritmul 

implementat, numai valorile diferite de zero ale elementelor din matrice sunt stocate în memoria 

calculatorului. Pentru a rezolva sistemul construit utilizăm o metodă iterativă: metoda 

gradientului conjugat, care converge rapid pentru acest tip de probleme. 

Remarcăm faptul că schema cu diferenţe propusă poate fi aplicată doar pentru valori mici 

de concentraţii  şi  (de ordin ). Pentru valori mari este 

necesar de construit o schema cu diferenţe de forma specială, cunoscută sub denumirea schema 

lui Gummel. 
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Algoritmul elaborat a fost adoptat pentru realizarea soft la clasterul USM (pentru clasterul 

cu 48 de procesoare). Cu scopul verificării corectitudinii de funcţionare la distanţă a pachetului 

de programe elaborat au fost efectuate calcule necesare. 

Pentru rezolvarea numerică a problemei de determinare a stării de echilibru în 

dispozitivul semiconductor [13] sunt implementate următoarele trei algoritmi. Problemele la 

limită pentru ecuațiile eliptice sunt rezolvate numeric prin metoda volumului finit [12]. 

Pentru a obține o soluție stabilă a problemei pentru dispozitivele semiconductoare pentru 

valori mari ale concentrației purtătorilor de sarcină (aproximativ ), problema este 

formulată în variabile noi , care reprezintă potențialul, concentrația de electroni și 

respectiv concentrația de găuri în dispozitivul considerat. 

1. Prima metoda este reprezentată de o schema cu diferențe finite clasică. Algoritmul este 

implementat ca un program în limbajul Fortran utilizând un pachet software specializat PETSC 

(Portable, ExtensibleToolkit for ScientificComputation) [14]. Programul are următoarea 

structură: programul principal care stabilește valorile parametrilor fizici și geometrice și două 

subrutine Solution_for_Fi și Solution_for_N_P. Fiecare dintre aceste subrutine rezolvă ecuația 

eliptică pentru funcțiile φ, n și, respectiv, p. Folosind acest program a fost efectuată o serie de 

calcule pe grila N1 = 20 și N2 = 27 pentru a determina pasul optim în raport cu variabila timp ô. 

Sub valoarea optimă a pasului aici înțelegem valoarea pasului τ, sub care precizia specificată ε 

este atinsă după efectuarea numărului minim necesar de straturi după timp Niter. Următorul tabel 

prezintă valorile lui Niter în funcție de parametrul τ: τ = αh, h = h1 = h2 când ε = 10-4 (aici h1, h2 

sunt pașii rețelei în raport cu variabilele spațiale). 

1. α 2. 1.5 3. 20. 4. 2.5 5. 3.0 6. 3.5 7. 4.0 8. 4.5 9. 5.0 

10.  11. 253 12. 183 13. 153 14. 132 15. 121 16. 138 17. 156 18. 173 

După cum se poate observa din tabel, valoarea optimă pentru pasul τ este atinsă pentru α = 3,5. 

2. Schema cu diferențe clasică considerată mai sus este stabilă în aplicațiile în care 

condiția  este îndeplinită (aici  este potențialul egal cu 0,026 V). Pentru 

aplicațiile în care gradientul potențialului are valori mari de obicei se aplică schema Sharfetter-

Gummel [11]. Acest algoritmul este implementat ca un program în limbajul Fortran utilizând 

pachetul software specializat PETSC [14]. Problema pentru distribuția potențialului și 

concentrația purtătoarelor de sarcină în diodă a fost rezolvată pe rețelele cu N1 = 100 și N2 = 140 

de noduri. Inițial câmpurile de potențial și concentrația au fost calculate în regim de echilibru 

dinamic, adică în cazul când potențialul extern este egal cu zero. Apoi, calculele corespunzătoare 

au fost efectuate pentru cazul în care a fost aplicată tensiunea externă de 0,6 V. Pentru a obține 

rezultatele stabile, tensiunea externă a fost crescută treptat, cu un pas mic, egal cu 0,006 V. 

3. În calitate de o metodă alternativă pentru schema Sharfetter-Gummel poate fi folosită 

schema de calcul, care se bazează pe reducerea ecuațiilor inițiale la forma divergență și apoi la 
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aplicarea teoriei lui A. Samarskii. Această metoda a fost fundamentată pentru problema 

considerată și algoritmul obținut este implementat ca un program în limbajul Fortran utilizând 

pachetul software specializat PETSC. Au fost efectuate o serie de calcule cu un număr diferit de 

procesoare (de la 1 la 44) pentru determinarea factorului de reducere a timpului de calcul în 

funcție de numărul de procesoare utilizate. Rezultatele de calcul sunt rezumate în tabelul ce 

urmează.  

Numărul de 

procesoare, N 
2 4 1 8 16 32 44 

timp (min.). 96.56 55.45 130.93 33.75 25.64 22.55 21.15 

Factor,  0.737 0.424 1 0.258 0.194 0.172 0.162 

Factor Invers, 

1/  

1.36 2.36 1 3.88 5.15 5.81 6.19 

În tabel este prezentat timpul de calcul (metoda gradientului conjugat pentru rezolvarea 

sistemului de ecuații algebrice liniare, obținut în urma discretizării) pentru rețeaua cu 366 × 513 

de noduri în funcție de numărul de procesoare. Se poate observa că factorul 1/α crește odată cu 

creșterea numărului de procesoare, dar tinde către un regim staționar. 

 

3.7.3. Metoda numerică pentru calcularea puterii electrice într-o linie de transmisie cu mai 

multe fire  

 

Ecuațiile liniei de transmisie sunt considerate pentru un sistem format dintr-un număr 

arbitrar de conductori (fire) electrici. Se propune tehnica numerică bazată pe aproximarea cu 

diferențe finite. În primul rând, sistemul inițial de ecuații diferențiale este scris în invarianți 

Riemann, iar apoi ecuațiile rezultante sunt aproximate conform metodei diferențelor finite. 

Pentru a obține schema finală cu diferențe finite cu dispersie și disipare numerică minimă se 

aplică metoda primei aproximări diferențiale. Noutatea constă în obținerea unei generalizări în 

cazul unui număr arbitrar de fire electrice.  

Modelul matematic. Vom considera propagarea energiei electromagnetice prin intermediul unei 

linii de transmisie trifazată de înaltă tensiune cu un număr arbitrar de conductori. Formularea 

matematică a problemei reprezintă sistemul de ecuații diferențiale cu derivate parțiale, cunoscut 

ca ecuații ale liniei de transmisie. Ecuațiile sunt derivate din ecuațiile Maxwell[15] și pentru 

vectorul necunoscuți de tensiune  și de curent  au următoarea formă 

 , (3.1) 

 . (3.2) 

Domeniul de rezolvare a problemei (precum și domeniul de definiție pentru vector-funcții 

necunoscute ale curentului și tensiunii) este dreptunghiul , unde 
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l este lungimea liniei de transmisie,  este timpul maxim de calcul pentru  și . 

Într-o linie cu n fire vector-funcții  și  au câte n componente fiecare, iar L, C, R, G 

din (3.1), (3.2) sunt matricele simetrice  cu elementele ce reprezintă inductivitățile lineare, 

capacitățile, rezistențele firelor și conductibilitatea izolației (obiectele vectoriale sunt marcate cu 

caractere aldine) 

  

  (3.3) 

 . 

Deci, avem un sistem de ecuații diferențiale cu derivate parțiale de tip hiperbolic (3.1), (3.2). 

Pentru a obține o soluție unică, trebuie să adăugăm la aceste ecuații condițiile inițiale (atunci 

când ) și la limita (atunci când  și ). Presupunem că la momentul inițial  

nu există tensiuni și curenți în linie  

 , (3.4) 

la intrarea liniei, pentru , tensiunile sunt date, iar la ieșirea pentru  avem o sarcină cu 

rezistență  

 , (3.5) 

După rezolvarea problemei formulate, puterea activă P poate fi calculată ca valoare medie pentru 

perioada T a puterii instantanee  

 .  

În ultima formula se folosește multiplicare după componente a vectorilor . 

Puterea reactivă Q se calculează după formula  

 .  

Metoda numerică. Pentru a rezolva numeric problema formulată, propunem aplicarea metodei 

diferențelor finite după cum urmează. Pentru a construi schema cu diferențe, modificăm sistemul 

inițial (3.1), (3.2) și îl reducem la o formă diagonală, folosind invarianții Riemann. Pentru 

sistemul transformat, ținând cont de condițiile inițiale și la limită (3.3), (3.4), construim o schemă 

cu diferențe care posedă proprietățile de aproximare și stabilitate și, prin urmare, convergența. 
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Apoi, folosind metoda primei aproximări diferențiale, demonstrăm că schema cu diferențe 

construită are valorile minime posibile ale termenilor de disipare și de dispersie. 

Derivarea sistemului de ecuații pentru invarianțiiRiemann. În primul rând, reducem 

matricele L și C la forma diagonală. Deoarece în linia de transmisie, undele electromagnetice se 

propagă cu aceeași viteză  (  este viteza luminii), atunci condiția  (E – 

matricea unitate) trebuie să fie satisfăcută [4, 5]. Aceasta înseamnă că matricele simetrice L și C 

se reduc la forma diagonală utilizând aceeași matrice ortogonală Q 

 . (3.6) 

Aici  și  sunt matricele diagonale cu elemente , , , care sunt egale cu 

rădăcinile pătrate din valorilor proprii ale matricelorL și C. Elemente ,  sunt locate în 

matricele  și  în așa mod încât produsul lor cu același număr k este egal cu viteza propagării 

undei electromagnetice:  

 . (3.7) 

Apoi, în loc de curenți și tensiuni, introducem noi funcții ,  și transformăm 

sistemul (3.1), (3.2) la forma 

 ,  (3.8) 

 . (3.9) 

Mai departe în loc de ,  introducem funcțiile ,  după regula  

 , or , . (3.10) 

În rezultat obținem sistemul 

 , (3.11) 

  (3.12) 

sau 

 , , (3.13) 

 , . (3.14) 

Introducem invarianții Riemann  și în următorul mod 

 ,  (3.15) 

și obținem 

 , (3.16) 
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 . (3.17) 

Astfel, în locul sistemului inițial (3.1), (3.2) pentru funcții necunoscute ,  avem 

sistemul (3.16), (3.17) în raport cu funcții necunoscute ,  Relațiile între aceste 

funcții sunt următoarele 

 , , (3.18) 

 , . (3.19) 

Condițiile inițiale și cele la limită (3.4), (3.5) pentru ,  se obțin în forma  

 , (3.20) 

 , (3.21) 

 . (3.22) 

Schema cu diferențe finite. Inițial în domeniul  construim 

rețeaua  cu pașii  și : ,  (N 

și M reprezintă numărul de pași după coordonatele x și t, respectiv). Definim pe această rețea 

funcții de rețea – funcții de argument discret , , , 

 și derivate cu diferențe finite  

, , 

. 

Folosind aceste notații putem scrie schemă cu diferențe care aproximează sistemul (3.16), (3.17) 

 , (3.23) 

 . (3.24) 

Din aceste relații, valorile invarianților , pentru straturile după timp q = 1,2, ..., M pot fi 

calculate consecutiv, începând cu valorile lor cunoscute de pe stratul zero: 

. La fiecare strat de timp cu numărul q din ecuațiile (3.23) se 

calculează valorile  și . Valorile ale invarianților la începutul și la 

sfârșitul liniei sunt determinate din condițiile la limită (3.21) 

 . (3.25) 

Minimizarea efectelor de disipare și de dispersie. Să demonstrăm că schema cu diferențe 

finite construită (3.23) - (3.25) are valorile minime posibile ale termenilor de disipare și 
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dispersie. Pentru aceasta, utilizăm metoda primei aproximări diferențiale (metoda ecuației 

modificate) [6]. Rescriem ecuațiile (3.16), (3.17) ca o singură relație 

 , (3.26) 

unde . 

Vom determina schema cu diferențe cu matricea de pondere  

  (3.27) 

și vom defini matricea  pornind de la condiția minimizării efectelor disipative și de dispersie. 

Aici  

 

. 

Deoarece  și , atunci schema (3.27) poate fi scrisă cum 

urmează 

 . (3.28) 

Prin descompunere în seria Taylor într-o vecinătate a punctului , obținem următoarele 

aproximări ale derivatelor cu diferențe  

 . 

Înlocuind aceste formule în (3.28) și eliminând termenii de ordinul doi de exactitate în raport cu 

pașii τ și h, obținem formă hiperbolică pentru prima aproximarea diferențială  

 . (3.29) 

După cum urmează din (3.29) această ecuație diferă de expresia inițială (3.26) prin expresia 

subliniată, care are ordinul întâi de exactitate în raport cu τ și h și determină termenii disipativ și 

de dispersie. Această expresie se numește prima aproximație diferențială (PAD) [6] și determină 

ordinul de aproximare și proprietățile calitative ale schemei cu diferențe construite. Minimizarea 

acestei expresii permite minimizarea efectelor de disipare și dispersie în soluția numerică.  

Să transformăm expresia subliniată din (3.29). În primul rând, considerăm (3.26) și obținem 

următoarea ecuație diferențială de ordinul doi  

 . (3.30) 

Eliminând cu ajutorul (3.30) derivata  din expresia subliniată, după unele transformări 

obținem forma parabolică pentru PAD 
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. (3.31) 

După cum rezultă din (3.31) dacă alegem , atunci primul termen, care determină disiparea 

schemei cu diferențe, devine zero. Pentru a egala cu zero al doilea termen, care determină 

dispersia schemei, egalăm cu zero expresia în paranteze pătrate și astfel determinăm matricea α 

 . (3.32) 

Dacă înlocuim expresia rezultantă pentru matricea de pondere α în schema cu diferență (3.27) și 

luăm în considerare că 

, 

atunci termenul liber se transformă în forma scrisă în schema (3.23), (3.24). 

Rezultate numerice. Algoritmul propus a fost implementat ca un complex de programe în 

sistemul Matlab. Rezultatele de calcul pentru o linie cu 6 fire (n = 6) sunt prezentate mai jos.  

Lungimea liniei este de 150 km, numărul de pași în rețea este N = 40. Doi parametri de 

pondere  și  au fost introduși în program în așa mod încât pentru  = 1; = 0, calcule au 

fost realizate utilizând schema construită cu matricea α din (3.32), în timp ce pentru alte valori 

ale lui și  calcule se efectuează conform schemei cu valori mai mari ale termenului de 

dispersie.  
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   (a)      (b) 

 

   (c)      (d) 

Fig. 5. Distribuția curentului I și a tensiunii U de-a lungul liniei în primul fir (la momentul în 

care unda a trecut jumătate din linie) pentru valori diferite ale parametrilor  și : 

(а) ; (b) ; (c) ; (d) ; 

. 

Valorile inițiale ale curenților și tensiunilor se presupun a fi egale cu zero, iar forma tensiunii 

de intrare  din (3.5) are forma unei trepte. In fig. 5 (a, b, c) sunt prezentate rezultate 

numerice în cazul când  pentru diferite valori ale parametrilor  și . Analizând 

rezultatele prezentate se poate menționa faptul că pentru valorile parametrilor de pondere din 

(3.32) impulsul de intrare se propagă de-a lungul liniei fără distorsiuni dispersive (atenuarea este 

cauzată de prezența în linia a rezistenței R și conductivității G nenule). În cazul în care calculele 

sunt efectuate cu valorile a matricei α care sunt diferite de cele optime (3.32), atunci distorsiunile 

non-fizice apar la frontul undei (fig. 5 (b) și (c)). Pentru comparație in fig. 5 (d) sunt prezentate 

rezultate numerice în cazul când ,  . Așa cum se poate observa în acest 

caz, termenul disipativ de la (3.31) exercită o influență substanțială asupra rezultatelor. 

3.7.4.Modelul matematic al unei linii electrice trifazice cu faze split.  
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Majorarea tensiunii liniilor electrice conduce nu numai la creșterea puterii lor naturale, ci și la 

creșterea pierderilor de putere din cauza descărcării coroană. Ca soluție tehnică pentru reducerea 

pierderilor descărcări corona, se utilizează realizarea constructivă ale fazelor ca fascicole de 

conductoare. Această variantă de construire a fazelor conduce la modificarea parametrilor liniei 

electrice. Parametrii liniei electrice determină puterea naturală sau capacitatea de transmisie a 

liniei. Scopul acestei cercetări este studierea unui model matematic al liniei electrice de 

transmisie trifazate cu faze split și evaluarea preciziei de 

calcul a parametrilor capacitivi ai liniei, utilizând valoarea 

diametrului echivalent al fazei split [13] și repartiția 

câmpului electric static, care se obține prin aplicarea 

metodei volumului finit [14]. Cu metoda volumului finit și 

metoda diametrului echivalent al fazei split s-au calculat 

valorile coeficienților potențiali și capacitivi pentru fiecare 

din cele 15 conductoare ale linie de 750 kV (fig. 1). 

Rezultatele determinării coeficienților capacitivi prin 

metoda volumului finit pentru diferite configurații ale 

aranjamentului conductoarelor și cu metoda reflecției au dat 

rezultate foarte asemănătoare (diferența se sesizează în a treia zecimală). S-a argumentat 

posibilitatea utilizării metodei volumului finit pentru calcularea parametrilor circuitelor cu 

geometrie complexă în scop de optimizare a fazei split, utilizând criteriul de limitare a intensității 

câmpului electric a conductoarelor pentru a exclude descărcarea corona. Modificarea distanței 

dintre conductoarele fazei split duce la o variație neliniară coeficienților capacitivi a 

conductoarelor fazei. S-a confirmat corectitudinea utilizării formulelor aproximative pentru 

determinarea parametrii liniilor lungi, utilizând raza echivalentă a fazei split. 

Este propus un model matematic al linii electrice cu mai multe conductori cu faze split, cu 

ajutorul căruia este posibilă studierea influenței aranjamentului geometric al firelor asupra 

parametrilor liniari ai liniei. Valorile numerice ale coeficienților capacitivi pentru linia cu faze 

split au fost obținute prin rezolvarea problemei statice pentru ecuațiile Maxwell. S-a demonstrat 

că rezultatele calculelor obținute pentru o problemă test utilizând metoda volumului finit sunt în 

concordanță cu datele obținute prin metoda diametrului echivalent al fazei split, ceea ce face 

posibilă recomandarea metodei propuse pentru calcularea parametrilor obiectelor cu geometrie 

complexă. Rezultatele obținute au fost prezentate la conferința "Електротехнічні та 

комп'ютерні системи: теорія і практика" (ELTECS-2019), 24 -26 iunie, 2019, Odessa, și 

publicate în [15]. 

La rezolvarea ecuaţiilor liniei electrice cu mai multe conductori [16] se presupune că 

matricele coeficienţilor (matricele de inductanță, capacitate, rezistență și conductivitatea 

Fig. 1 
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izolației) sunt cunoscute. De obicei valorile coeficienților a acestor matrice sunt obţinute în mod 

experimental şi se găsesc în literatură de specialitate. Vom prezenta un algoritm care permite 

calcularea matricei coeficienților potențiali în cazul liniei electrice cu mai multe conductori în 

mod numeric. 

Ecuațiile liniei de transmisie conțin matricea de inductanță electrostatică care permite de a 

exprima vectorul încărcării prin vectorul potențialului în fiecare conductor. Metoda pentru 

calcularea valorilor exacte ale coeficienților acestei matrice este propusă în [13]. În acest scop, 

este necesar de rezolvat n (numărul de conductori) probleme Dirichlet cu condițiile la limită 

cunoscute. În același timp, se propune o metoda numerică pentru calcularea matricei 

coeficienților potențiali, care permite exprimarea vectorului potențialelor prin intermediul 

vectorul de încărcare în fiecare conductor. Pentru a obține aceste elemente obținem problema 

care diferă de problemă Dirichlet clasică pentru ecuația Laplace. Diferența constă în înlocuirea 

condițiilor Dirichlet printr-o condiție la limită specială, care conține o integrală de la funcția 

necunoscută. Astfel de probleme se numesc probleme cu condiţii la limită nelocale. 

Descrierea detaliată și fundamentarea teoretică a problemei formulate cu condiții de limită 

nelocale sunt prezentate în [16]. Existența și unicitatea soluției unei astfel de probleme sunt 

dovedit și în [17]. Pentru a rezolva numeric problema formulată a fost proiectat și implementat 

un algoritm bazat pe ideile metodei volumului finit. Algoritmul corespunzător a fost realizat 

folosind mediul de calcul numeric Matlab. Experimentele numerice efectuate au arătat că pentru 

o linie electrică aeriană cu valori reale ale parametrilor formulele aproximative pentru 

determinarea coeficienților potențiali dau valori cu o precizie înaltă.  
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4. Rezumat  

 

Investigaţiile în cadrul proiectului pot fi grupate în modul următor:  

1. Elaborarea modelelor și metodelor de soluționare a problemelor de optimizare pe 

rețele și structuri discrete reprezentate prin complexe de relații multi-are. Au fost studiate 

rețele de transport de tip multicriterial cu impunerea criteriului de minimizare a timpului maxim 

de realizare a soluției. Au fost extinse cercetările pentru obiectivele de tip liniar-fracționar cât și 

a  datelor de tip  „fuzzy” și generalizate rezultatele ce țin de proprietățile structurilor discrete prin 

definirea unui obiect matematic nou – complexul de relații multi-are.  

S-a analizat modelul multicritereial de tranport cu criteriili fracționare, mai mult, numitorul 

fiind identic de tip „bottleneck”, criteriu, care a fost inclus și separat în model. Pentru 

soluționarea acestuia decidentul dispune de doi algoritmi eficienți, unul de tip combinatorial, 

realizat pe mulțimea soluțiilor eficiente de bază, cel de-al doilea pe mulțimea soluțiilor de 

compromis. Algoritmii propuși se bazează pe justificările teoretice necesare și au fost testați pe 

exemple concrete.  

Cercetări importante au fost efectuate în legătură cu examinarea topologiei algebrice a 

relațiilor multi-are. Într-un final s-a conturat o direcție nouă de cercetare ce ține de studierea unui 

obiect nou, numit complex de relații multi-are, care a constituit nucleul unei direcții noi de studiu 

– teoria complexelor de relații multi-are. Printre momentele centrale ale cercetărilor putem 

menționa: elaborarea unui model matematic discret nou, bazat pe noţiunea de relaţie multi-ară, 

ca submulţime a produsului cartezian a unei mulţimi de elemente arbitrare; examinarea 

topologiei relaţiilor multi-are, prin intermediul structurii discrete, numite complex de relaţii 

multi-are; examinarea complexului de cuburi abstracte, ca caz special al complexului de relaţii 

multi-are, şi a varietăţilor abstracte respective; elaborarea algoritmului eficient pentru 

soluţionarea problemei medianei pe complexul de cuburi abstracte; generalizarea funcţiei 

Grundy, soluţionarea unor jocuri combinatoriale pe complexe de relaţii multi-are; soluționarea 

definitivă a problemei de divizare/acoperire a unei structuri discrete cu mulțimi d-convexe (cazul 

grafurilor neorientate).  

2. Elaborarea algoritmilor paraleli pentru modelarea proceselor decizionale statice și 

dinamice si implementarea lor pe sisteme regionale de tip claster. Utilizarea infrastructurii 

hard a sistemului regional de calcul performant, în baza clusterului USM, pentru elaborarea 

algoritmilor paraleli la modelarea proceselor decizionale in sisteme dinamice. Aplicarea teoriei 

controlului Pareto-Nash-Stackelberg (PNS) al sistemelor discrete și continue multicriteriale la 
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modelarea proceselor decizionale. S-a examinat utilizarea teoriei jocurilor dinamice pentru 

modelarea impactului informațional în procese decizionale cu elaborarea algoritmilor paraleli 

pentru soluționarea acestor jocuri in strategii informațional extinse. A fost elaborat un algoritm 

paralel pentru determinarea situatiilor Bayes-Nash de echilibru  în jocurile bimatriceale pe 

mulțimea strategiilor informațional extinse. Pentru acest algoritm a fost estimate complexitatea 

de calcul si de transmitere de date. La fel pentru algoritmul elaborate au fost compuse programe 

paralele utilizând modelul mixt MPI si OpenMP de programare paralelă si pachetul de calcul 

paralel ScaLAPACK. Programele au trecut etapa de testare pe clusterul paralel al USM. 

Rezultatele obținute la studierea diferitor tipuri de jocuri au fost folosite la soluționarea 

problemei schimbului valutar, o problemă importantă pentru toate domeniile sociale simultan cu 

dezvoltarea economică şi a infrastructurii, în mod special în cazul tranzacţiilor internaţionale. 

Modelarea matematică a acestei probleme de decizie ar putea să ne ajute să găsim soluţia optimă 

în astfel de situaţii şi de minimalizat pierderile pentru participanţii la astfel de tranzacţii.  

Rezultate interesante au fost obținute la examinarea jocurilor strategice cu reguli 

încălcate/violate prin scurgeri de informație – corupție a simultaneității. Se remarcă creșterea 

exponențială a numărului de jocuri posibile ce-și au originea în jocul strategic inițial și în 

modurile de scurgere a informației și tipurile de corupție a regulilor jocului, dar și complexitate 

crescândă a principiilor de soluționare aplicabile. 

3. Metoda volumului finit la soluționarea problemelor de tip convection-diffusion. În 

cadrul proiectului au fost cercetate modelele și metodelor numerice ce țin de ecuații diferențiale 

de tip mixt, pentru ecuații care pot fi de tip parabolic sau hiperbolic (de tip convecție-difuzie) în 

dependența de valorile coeficienților. Scopul principal constă în elaborarea schemelor eficiente 

de calcul pentru soluţionarea numerică a problemelor bidimensionale și tridimensionale 

complexe ale fizicii matematice, definite pe domenii multiplu conexe. Utilizând conceptul 

metodei volumelor finite, au fost elaborate algoritmii eficienţi şi software-ul corespunzător de 

soluţionare a problemelor formulate pe calculatoare cu mai multe procesoare. 

Ecuația de tip convecție-difuzie este o combinație de ecuații de difuzie și convecție 

(advecție), și descrie fenomene fizice în care particulele, energie, sau alte mărimi fizice sunt 

transferate într-un sistem fizic din cauza a două procese: difuzie și convecție. În funcție de 

context, aceeași ecuație poate fi numită ecuația de tip advecție-difuzie, ecuație drift-difuzie sau 

ecuația de transport scalar (generic). Pentru probleme legate de ecuațiile de tip convecție-difuzie 

este propus un număr mare de scheme cu diferențe eficiente pentru rețeaua discretă cu celule 

dreptunghiulare. Cu toate acestea, în cazul rețelelor discrete neregulate astfel de scheme lipsesc. 

Prin urmare, a fost efectuată o analiză comparativă a metodelor existente cu scopul alegerii unei 

scheme eficiente din punct de vedere a exactității rezultatelor numerice. 
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4. Metode și algoritmi paraleli polinomiali de soluționarea a problemelor aplicative de 

optimizare pe structuri matematice discrete (anul 2019).  Au fost elaborați  și implementarți 

soft pe sisteme de calcul cu memorie distribuită de tip claster a algoritmilor paraleli pentru 

soluționarea jocurilor bimatriceale. Au fost cercetate modele matematice cu ecuaţii diferenţiale 

de tip mixt pentru ecuaţii de tip „convection-diffusion”, si determinarea matricelor coeficienților 

pentru ecuațiile liniei electrice cu mai mulți conductori în dependenţa de valorile coeficienţilor. 

A fost elaborat un model matematic al liniei electrice de transmisie trifazate cu faze split și 

elaborat un algoritm numeric pentru calcularea matricei coeficienților potențiali în cazul liniei 

electrice cu mai mulți conductori. 

 

5. Concluzii  
 

Prin cercetările efectuate au fost amplificate rezultatele teoretico-aplicative ce se referă la 

problemele studiate în cadrul proiectului. Aici, în primul rând ne referim la problemele de 

optimizare pe rețele și structuri discrete reprezentate prin complexe de relații multi-are 

(problemele de amplasare a centrelor de servire, problemele de transport de tip multicriterial, 

modelul de transport cu date de tip fuzzy), jocurile informațional extinse cu aplicarea metodelor 

de studiu bazate pe tehnologiile calculului paralel, construirea și soluționarea modelelor 

matematice de control Pareto-Nash-Stackelberg (PNS), problemele complexe ale fizicii 

matematice, definite pe domenii multiplu conexe. Rezultatele obținute contribuie dezvoltarea 

fundamentelor teoretice pentru elaborarea metodelor de soluționare a problemelor de optimizare 

discretă. Toate investigațiile efectuate în cadrul proiectului au la coagularea unor rezultate 

teoretico-aplicative bine conturate. Printre care deja putem menționa drept cele mai importante: 

1. Crearea unei direcţii noi de cercetare ce constă în fundamentarea teoriei complexelor de relaţii 

multi-are, prin care se generalizează mai multe structuri discrete clasice cunoscute ca grafuri, 

hipergrafuri, matroizi, complexe de simplexe, ceea ce a permis, la rândul său, elaborarea 

modelelor şi metodelor eficiente în vederea aplicării acestora la soluţionarea problemelor de 

optimizare discretă; 

2. Rezolvarea completă a problemei de acoperire/divizare a unui graf în mulțimi d-convexe, 

folosind rezultatele cu privire la proprietățile mulțimilor convexe într-un complex de ralații 

multi-are; 

3. Analiza modelului multicritereial de tranport cu criteriili fracționare, numitorul fiind identic 

de tip „bottleneck”, criteriu, care a fost inclus și separat în model. Pentru soluționarea acestuia 

decidentul dispune de doi algoritmi eficienți, unul de tip combinatorial, realizat pe mulțimea 

soluțiilor eficiente de bază, cel de-al doilea pe mulțimea soluțiilor de compromis. Acesta din 

urmă se bazează pe tehnicile fuzzy,  este interactiv și în dependență de aspirațiile decidentului 

poate genera noi soluții de compromis;  
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4. Verificarea automată software în Sistemul Wolfram Mathematica a confirmat rezultatele 

teoretice obținute anterior și a evidențiat un șir de probleme care se cer a fi rezolvate pentru a 

construi un pachet de program în Sistemul Wolfram Mathematica, care ar asigura soluționarea 

software a problemelor de teoria jocurilor cu scurgere de informație; 

5. Folosirea rezultatelor obținute la studierea problemelor decizionale drept bază pentru jocurile 

dinamice în grafuri orientate de diverse tipuri, cum ar fi, spre exemplu, jocurile repetate, 

jocurile pe rețele, jocurile examinate în cadrul teoriei mișcărilor  a lui Brams etc. Verificarea 

automată software în Sistemul Wolfram Mathematica a confirmat rezultatele teoretice 

obținute anterior și a evidențiat un șir de probleme care se cer a fi rezolvate pentru a construi 

un pachet de program în Sistemul Wolfram Mathematica, care ar asigura soluționarea 

software a problemelor de teoria jocurilor; 

6. Elaborarea unei noi metodologii de solutionare a jocurilor bimatriceale in informatie 

complecta si perfecta. Petru aceasta se construieste un joc in informatie incomplecta si 

imperfecta generat de strategii informational extins, dupa care se determina situatiile Bayes-

Nash de echilibru; 

7. Multe probleme decizionale in domeniul economic pot fi solutionate folosind jocurile 

bimatriceale. Pentru determinarea situatiilor de echilibru in jocurile bimatriceale a fost 

elaborat un algoritm paralele pentru sistemele de calcul paralel de tip DMM claster si 

implementat soft utilizand sistemul de calcul Grid Mathematica si modelul de programare 

paralela bazat pe functiile MPI; 

8. Construirea schemei cu diferenţe pentru problema de tip convecție-difuzie în cazul 

tridimensional. Elaborarea în baza acestei scheme a algoritmului de calcul pentru rezolvarea 

numerică a problemei pentru dispozitivul semiconductor (drift-diffusion model). Algoritmul 

elaborat a fost adoptat pentru realizarea soft la clasterul USM. 

9. Modelul matematic elaborat al liniei electrice cu mai multe conductori cu faze split, face 

posibilă studierea influenței aranjamentului geometric al firelor asupra parametrilor liniari ai 

liniei. Este propus un algoritm pentru determinarea matricelor coeficienților pentru ecuațiile 

liniei electrice cu mai multe conductori, cu ajutorul căruia este posibilă studierea influenței 

aranjamentului geometric al conductorilor asupra parametrilor capacitivi ai liniei. 

 

6. Participarea în programe și proiecte internaţionale (ORIZONT 2020, SCOPES, 

JOP, IRSIS, NATO, etc.),  inclusiv propunerile prezentate/câștigate în cadrul 

concursurilor naționale și internaționale cu tangență la tematica cercetării proiectului 

realizat  
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1. Project 13.820. 18.05 /2STCU. A/5807 „ Instrumental support for complex applications 

porting to the regional HPC infrastructure”. Proiect international STCU (2013-2014) 

2. Project 6341 „Decision problems in sustainable development society and algorithms for 

solving them based on performance computing”. Proiect international STCU (proiect 

prezentat în 2017, necâștigat) 

3. Proiect „Stochastic dynamic models and approaches for solving Markov decision 

problems”, Finanțat de Academia de Științe a Moldovei (2013-2014).  

4. Proiect 11.817.08.47A “Modele matematice şi metode de soluţionare a problemelor de 

optimizare şi analiză numerică cu aplicaţii” (2011-2014).  

5. Proiect 13.820.18.02/BA „Models and combinatorial methods for solving the scheduling 

theory problems and problems on graphs and geometric structures”. Bilateral grant 

program Moldova-Belarus (2013-2014).  

6. Proiect 15.820.18.02.03/B „Elaboration of efficient models and algorithms for solving 

optimization problems with applicative character on discrete structures”. Bilateral grant 

program Moldova-Belarus (2015-2016).  

7. Proiect 12.839.08.03F (Program de Stat) „Modele şi metode matematice, bazate pe calcul 

performant la soluţionarea problemelor aplicative” (2012-2013).  

8. Pe parcursul anului 2019, colaboratorii proiectului dr. hab., prof. univ. Cataranciuc Sergiu 

si dr., conf. univ. Hincu Boris au participat in urmatorul proiect international: PROJECT 

GRANT CPEA-LT-2016/10003 „Advanced Collaborative Program for Research Based 

Education on Risk Management in Industry and Services under Global Economic, 

Technological and Environmental Changes: Enhanced Edition”. A fost semnat 

documentul necesar pentru continuarea participarii in cadrul acestui proiect pana in anul 

2012: Bilateral agreement regarding fulfillment of the project grant CPEA-LT-

2016/10003 „Advanced Collaborative Program for Research Based Education on Risk 

Management in Industry and Services under Global Economic, Technological and 

Environmental Changes: Enhanced Edition” (2019). 

 

Anexa nr. 2  

7. Lista publicaţiilor ştiinţifice ce ţin de rezultatele obţinute în cadrul 

proiectului  
 

Monografii: 3 

1. CATARANCIUC, S. Topologia algebrică a relațiilor multi-are. Chișinău, 2015, 228 p. 

2. UNGUREANU, V. Pareto-Nash-Stackelberg Game and Control Theory, Springer 

International Publishing, 2018, XXI+343 pp. 
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3. CATARANCIUC, S., BUZATU, R., TKACENKO, A., HANCU, B., NOVAC, L., 

RIBACOVA, G., PATSYUK, V., CUCU, I. Discrete structures and optimizations problems. 

Red. șt-c S. CATARANCIUC. Chișinău, 2019, 454 p. 

 

Manuale/ dicţionare/ lucrări didactice (naţionale): 8 

1. HÂNCU, B.; NOVAC, L. Bazele teoriei jocurilor. Note de curs. Chisinau 2018. 172 pagini. 

2. TKACENKO, A. Metodele cercetărilor operaționale  în fundamentarea deciziilor. Note de 

curs. Chișinău, CEP USM, 2018. 145p. ISBN 978 -9975-142-60-1. 

3. HÂNCU, B.; NOVAC, L. Bazele teoriei jocurilor dinamice şi ierarhice, Note de curs, 

Chişinău, 2016, CE USM, 125 p. 

4. NOVAC, L.; CUCU, I. Bazele matematicii discrete şi logicii matematice, Partea I, Note de 

curs, Chişinău, 2016, CE USM, 131 p. 

5. HÂNCU, B.; NOVAC, L. Parallel algorithm to find Stackelberg equilibrium profiles, Note 

de curs, Saarbrucken, Germany, 2017 Lambert Academic Publishing, 47 p. 

6. BEȘLIU, V,; PRISĂCARU, A.; BOLUN, I.; CROITOR, M.; GLOBA, A; HÂNCU, B.,; 

NEGARĂ, C.; BERCU, Ig.; DOLGHIER, C..  Olimpiada Republicană la Informatică. 

Ediţia 2015. Chişinău,  2015. 75 pagini. http://edu.gov.md/sites/default/ 

files/brosolimp2015_final.pdf . 

7. HÂNCU, B.,  CALMÎȘ, E. Modele de programare paralelă pe clustere. Partea I. 

Programare MPI. Note de curs. Chişinău.  CEP USM, 2016. 129 p. 

8. NOVAC, L., CUCU, I., „Logica propoziţiilor şi teoria mulţimilor”, Note de curs, Chişinău, 

2019, CEP USM, 153 p. 

 

Articole din reviste cu factor de impact 0,1 – 0,9: 6 

 

1. TKACENKO, A. Method of synthesis functions for solving the multi-criteria linear-

fractional transportation problem with “bottleneck” criterion. Journal of Economic 

Computation and Economic Cybernetics Studies and Research, ISI Thomson Reuter Serv., 

ISSUE 1/2019, V.53, București, România, p. 157-170, (IF: 0.47). 

2. TKACENKO, A. The multi-criteria fractional transportation problem with fuzzy 

"bottleneck" criterion. Journal of Economic Computation and Economic Cybernetics Studies 

and Research. ISSUE 3/2016, V.50, 117-134, Bucuresti, Romania, (IF: 0.47). 

3. NOVAC, L., A game theoretic approach for analyzing the currency exchanges and their 

risks, ROMAI J., v.12, no.1 (2016), 91–103. (IF: 0.31). 

4. BUZATU, R. Covers of graphs by two convex sets. Studia Universitatis Babeș-Bolyai, 

Informatica. 2016, Vol. LXI, Nr. 1, p. 5-22. ISSN 2065-9601 (IF: 0.23). 
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5. CATARANCIUC, S.; GRIGORIU, N. Algorithmic Approach in Reorientation of 

Comparability Graphs. Studia Universitatis Babeș-Bolyai. Informatica. vol. LX, nr. 2. Cluj-

Napoca, 2015, p.37-46 (IF: 0.23). 

6. BRAGUȚA, G.; CATARANCIUC,S. The convexity in the complex of multi-ary relations. 

Romai J., v.11, no.2(2015), p.51-62 (IF: 0.31). 

 

Articole din alte reviste editate în străinătate: 2 

1. PAȘA, T.; UNGUREANU, V. Solving the transportation problem with piecewise-linear 

concave cost functions on edge flows. Review of the Air Force Academy. – 2017, No. 2 (34), 

pp. 49 – 56. 

2. ПАЦЮК, В.И.; БЕРЗАН, В.П.; РЫБАКОВА, Г.А. Математическая модель 

многопроводной электрической линии с минимальными диссипативными и 

дисперсионными эффектами. Електротехнічні та комп’ютерні системи. Одесса. 

2018, 27(103), 8-16. ISSN 2221-3805. 
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1. BERZAN, V.; PATIUC, V.; RIBACOVA, G. Mathematical model of electrical line with 

transposition of phase circuits. Problemele energeticii regionale. Revistă ştiinţifică, 

informaţional-analitică şi inginerească. 2018, 2(37), 1-12. ISSN 1857-0070 Problemele 
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sets. Computer Science Journal of Moldova. 2018, Vol. 26, Nr.1 (76), p. 3-14. ISSN 1561-

4042. 
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4. UNGUREANU, V. Nash equilibrium set function in dyadic mixed-strategy games. 

Computer Science Journal of Moldova. - 2017, Vol. 25, No. 1 (73), pp. 3-20. 
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of Simultaneity. Computer Science Journal of Moldova. - 2016, Vol. 24, No. 1 (70), pp. 83-

105. 

6. PAŢIUC, V.,BERZAN, V., RIBACOVA, G. Calculation of the magnetic fields of the 

electric power line. Problemele energeticii regionale. Revistă ştiinţifică, informaţional-
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analitică şi inginerească. 2019, 1-3(42), 46-61. ISSN 1857-0070. 
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USM, 2017, p. 30-36.  
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Anexa nr. 3 

8. Fișa de prezentare a rezultatelor proiectului de cercetare  
 

I. Sumarul activităţilor proiectului realizate  

 Activităţi planificate Activităţi realizate şi rezultate noi obţinute 
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în cadrul proiectului (150  de cuvinte)  

1. Soluționarea problemelor de 

optimizare pe rețele și structuri 

discrete reprezentate prin complexe 

de relații multi-are. 

Au fost obținute rezultate noi ce țin de 

acoperirea/divizarea grafului în mulțimi d-

convexe netriviale și fost demonstrată NP-

completitudinea problemei generale de 

acoperire și a unor variații ale acesteia. 

Cercetările legate de estimarea numărului 

maxim de divizare d-convexă netrivială a 

unui arbore au permis stabilirea condițiilor 

necesare și suficiente de existență a 

divizărilor d-convexe netriviale pentru 

arbori. Rezultatele obținute sunt importante 

datorită rolului problemei studiate în 

dezvoltarea teoriei complexității 

algoritmilor, soluționarea problemelor de 

optimizare discretă. Determinarea 

caracteristicilor numerice în cazul problemei 

de acoperire/divizăre a grafurilor cu mulțimi 

d-convexe și elaborarea algoritmilor 

polinomiali de estimare a numerelor 

menționate pentru unele clase de grafuri cu 

structura arborescentă. 

 

2. Elaborarea algoritmilor paraleli 

pentru modelarea proceselor 

decizionale dinamice si 

implementarea lor pe sisteme 

regionale de tip claster. 

 

Au fost obținute rezultate interesante la 

examinarea jocurilor strategice cu reguli 

încălcate/violate prin scurgeri de informație 

– corupție a simultaneității. Se remarcă 

creșterea exponențială a numărului de jocuri 

posibile ce-și au originea în jocul strategic 

inițial și în modurile de scurgere a 

informației și tipurile de corupție a regulilor 

jocului, dar și complexitate crescândă a 

principiilor de soluționare aplicabile. 

A fost elaborat un algoritm paralel 

pentru determinarea situatiilor Bayes-Nash 

de echilibru  în jocurile bimatriceale pe 
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mulțimea strategiilor informațional extinse. 

Pentru acest algoritm a fost estimate 

complexitatea de calcul si de transmitere de 

date.  

3. Studierea problemei riscurilor în 

problema schimbului valutar prin 

descrierea modelului matematic 

bazat pe teoria jocurilor 

Pentru studierea riscului în operațiunile 

de schimb valutar s-a elaborat modelul 

matematic sub forma unui joc. În baza 

modelului se pot face calcule pentru a 

determina care pot fi pierderile pentru 

fiecare participant, utilizând algoritmul 

Backtracking. Au fost analizate câteva 

exemple de joc, precum şi rezultatele 

posibile ale jocurilor. Au fost stabilite 

anumite relaţii de dependenţă dintre 

diferenţele de rate la fiecare modificare 

înregistrată şi tranzacţiile efectuate din 

sistemul bancar. 

Cercetările efectuate sunt importante, în 

primul rând, prin posibilitatea aplicabilității 

acestora în sistemul bancar. 

4. Elaborarea schemelor eficiente de 

calcul pentru soluţionarea numerică 

a problemelor bidimensionale și 

tridimensionale complexe ale fizicii 

matematice, definite pe domenii 

multiplu conexe. 

Utilizând conceptul metodei volumelor 

finite, au fost elaborați algoritmi eficienţi şi 

software-ul corespunzător de soluţionare a 

problemelor formulate pe calculatoare cu 

mai multe procesoare. În acest scop s-a 

folosit clasterul de la USM. Algoritmul 

obținut este implementat ca un program în 

limbajul Fortran utilizând pachetul software 

specializat PETSC. Elaborarea unui model 

matematic al liniei electrice de transmisie 

trifazate cu faze split și elaborarea unui 

algoritm numeric pentru calcularea matricei 

coeficienților potențiali în cazul liniei 

electrice cu mai multe conductori. 

5. Perfectarea metodelor de soluționare 

a problemelor de optimizare 

În studiul realizat s-a analizat modelul 

multicritereial de tranport cu criteriili 
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multicriterială de tip transport. fracționare, mai mult, numitorul fiind identic 

de tip „bottleneck”, criteriu, care a fost 

inclus și separat în model. Pentru 

soluționarea acestuia decidentul dispune de 

doi algoritmi eficienți, unul de tip 

combinatorial, realizat pe mulțimea 

soluțiilor eficiente de bază, cel de-al doilea 

pe mulțimea soluțiilor de compromis. 

6 Descrierea metodelor de soluționarea 

a problemelor aplicative de 

optimizare pe structuri matematice și 

elaborarea algoritmilor de 

complexitate polinomială prin 

utilizarea elementelor de calcul 

paralel (anul 2019).   

A fost realizat un studiu teoretic și 

practic al modalitățilot de paralelizare la 

nivel de date și operații pentru determinarea 

solutiilor in jocurile bimatriceale. Pentru 

determinarea situatiilor de echilibru in 

jocurile bimatriceale a fost elaborat un 

algoritm paralele pentru sistemele de tip 

DMM claster si implementat soft folosind 

modelul de programare paralela MPI si 

sistemul de calcul Grid Mathematica. 

Cercetarea modelelor matematice cu 

ecuaţii diferenţiale de tip mixt pentru ecuaţii 

de tip „convection-diffusion”, si 

determinarea matricelor coeficienților pentru 

ecuațiile liniei electrice cu mai multe 

conductori în dependenţa de valorile 

coeficienţilo. 

 

II. Relevanţa rezultatelor ştiinţifice obţinute (până la 200 de cuvinte). 

 

Toate rezultatele obținute în perioada 2015-2019 sunt noi și le completează pe cele 

anterioare, care aparțin colaboratorilor proiectului sau altor matematicieni din lume. 

Rezultatele sunt publicate în reviste de specialitate sau sunt pregătite spre editare. Valoarea 

lor este incontestabilă atât din punct de vedere teoretic, cât și din punct de vedere al 

aplicațiilor acestora la soluționarea problemelor practice concrete, fapt realizat în cadrul 

proiectului. Cercetările efectuate sunt importante pentru structurile socio-economice interesate 

de eficentizarea procesele de luare a deciziilor, colaboratorii științifici care vor să extindă utilizarea 

sistemelor de calcul paralel la rezolvarea diferitor clase de probleme cu un volul mare de calcul, 

cadrele didactice din universități în procesul de pregătire al specialiștilor, capabili de a utiliza 
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metodele matematicii moderne în studierea eficienței diferitor sisteme și procese social-economice. 

La fel rezultatele obtinute pot fi utilizate si in procesul educational : studiul de masterat si 

doctorat 

Rezultatele de bază au fost raportate la diverse conferințe de rang național și internațional, fiind 

înalt apreciate de către specialiștii în domeniu.  

Au fost editate 3 monografii, dintre care una la editura Springer. Ambele monografii au 

fost apreciate în cercul specialiștilor prin valoarea teoretico-aplicative a investigațiilor. 

De problemele examinate în cadrul proiectului sunt interesați specialiști din mai multe 

țări: România, Franța, Germania, Ucraina, Rusia etc. 

III. Volumul total al finanţării 

Finanţarea planificată  1297,1 (mii lei) Executată 1297,1 (mii lei) 

IV. Volumul cofinanţării (mii lei) 

    

V. Lista colaborărilor iniţiate  în cadrul  proiectului 

 

VI. Lista evenimentelor organizate / la care s-a participat  în cadrul proiectului 

353,3 (mii lei) 

În cadrul proiectului au fost inițiate colaborări cu cercetători din diferite centre științifice din 

țară și peste hotare care sunt preocupați de soluționarea unor probleme similare. Astăzi se 

mențin legături de colaborare cu centre de cercetare: 

1. Institutul de Matematică și Informatică din Republica Moldova (în persoana dlui dr. 

hab. Lozovanu Dumitru și a dnei dr. Naval Elvira) 

2. Universitatea “Vasile Alecsandri din Bacău”, România (în persoana dlui prof. univ. 

Talmaciu Mihai) 

3. Universitatea mediterană din Marsilia, Franța (în persoana dlui prof. univ. Cepoi 

Victor) 

4. Universitatea din or. Troy, SUA (în persoana dlui prof. Voloshin Vitaly) 

5. Institutul de Matematică a Academiei Naționale din Belorusia (în persoana dlui dr. 

hab. Lepin Victor) 

6. Universitatea de Stat din Belarus (în persoana dlui dr. hab. Cotov Vladimir) 

7. Universitatea “Taras Șevcenco”, Kiev (în persoana dlui dr, hab. Zaslavsriy 

Vladimir). 
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VII. Lista de mobilităţi efectuate în cadrul proiectelor (pentru ultimul an) 

 
Nr. 

d/o 

Numele, 

prenumele, gradul 

şi titlul ştiinţific, 

anul naşterii 

Ţara, denumirea 

organizaţiei vizitate 

Scopul vizitei, contribuţia la realizarea 

activităţilor din cadrul proiectului (de 

indicat proiectul); 

contribuţia la realizarea activităţilor    din 

cadrul organizaţiei 

Termenul 

deplasării 

1. Buzatu Radu, dr., 

lector univ. 

Univ. de Nord, 

Baia-Mare, 

România 

Participare la conferința științifică 

internațională 

Septembrie, 

2015 

2. Cataranciuc 

Sergiu, dr. hab., 

prof. univ. 

Univ. Șt. Cel Mare, 

Suceava, România 

Participare la conferința științifică 

internațională CAIM - 2015 

Septembrie, 

2015 

3. Cucu Ion, dr., 

lector univ. 

Univ. Șt. Cel Mare, 

Suceava, România 

Participare la conferința științifică 

internațională CAIM - 2015 

Septembrie, 

2015 

4. Hâncu Boris, dr., 

lector univ. 

Univ. Șt. Cel Mare, 

Suceava, România 

Participare la conferința științifică 

internațională CAIM - 2015 

Septembrie, 

2015 

5. Novac Ludmila, 

dr., conf. univ. 

Univ. din Craiova, 

România 

Participare la conferința științifică 

internațională CAIM - 2016 

Septembrie, 

2016 

6. Cataranciuc 

Sergiu, dr. hab., 

prof. univ. 

Univ. Transilvania, 

Acad. Forțelor 

Aeriene, Brașov, 

România 

Rapoarte științifice. Stabilirea relațiilor 

de colaborare, pregătirea unui proiect 

comun de cercetare 

Decembrie, 

2016 

7. Braguța Galina, 

doctorand 

Academia Forțelor 

Aeriene, Brașov, 

România 

Raport științific la conferință 

internațională 

Mai, 2017 

1. Conferință științifică internațională “Modelare matematică, optimizare și tehnologii 

informaționale”, Ediția VI, 12-16 noiembrie, 2018, Chișinău, USM 

2. Școala studențească de Modele și Metode Matematice în Management și Transport. 

Norwegian-Moldavian-Georgian-Ukrainian School "Contemporary Risk Management" 

and “Optimization methods for motor transportation problems”. 12 - 23 November, 

2018. Chisinau, Moldova 

3. Norwegian-Eurasian workshop on new resilience challenges in ecological–economic 

problems at the digital era. Kyiv, Ukraine, September 22-27, 2019 

4. În anul 2019 colaboratorii proiectului (S. Cataranciuc, B. Hâncu, L. Novac, A. 

Tkacenko) au participat la organizarea conferinței științifice MITRE-2019, în calitate 

de membri ai Comitetului Organizatoric și membri ai Comitetului de Program. 
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8. Tkacenko 

Alexandra, dr., 

conf. univ. 

Univ. Al. I. Cuza, 

Iași, România 

Participare la conferința științifică 

internațională CAIM - 2017 

Septembrie, 

2017 

9. Braguța Galina, 

doctorand 

Univ. Al. I. Cuza, 

Iași, România 

Participare la conferința științifică 

internațională CAIM - 2017 

Septembrie, 

2017 

10. Cataranciuc 

Sergiu, dr. hab., 

prof. univ. 

Univ. M.V. 

Lomonosov, 

Moscova, Rusia 

Participarea la seminarul catedrei 

dematematică discretă. Stabilirea 

legăturilor de colaborare 

Decembrie, 

2017 

11. Cataranciuc 

Sergiu, dr. hab., 

prof. univ. 

Univ. Vasile 

Alecsandri, Bacău, 

România 

Participarea cu un raport la conferința 

științifică organizată de facultatea de 

științe reale. Stabilirea colaborării 

reciproce și pregătirea unor lucrări în 

comun. 

 

martie, 

2018 

12. Novac Ludmila, 

dr., conf. univ. 

Corabia, România, 

universitate 

Conferința anuală a societății  

matematicienilor români 

mai, 2018. 

 

13. Novac Ludmila, 

dr., conf. univ. 

Italia, Roma,  

UNIVERSITA' 

TELEMATICA 

INTERNAZIONALE 

UNINETTUNO 

Faculty of Engineering 

Training în scopul înregistrării video a 

prezentărilor pentru disciplina „Securitatea 

Sistemelor Informatice” 

 

Iinie 2018 

14. Buzatu Radu, dr., 

lector univ. 

Yuriy Fedkovych 

Chernivtsi National 

University 

Conferința internațională “Modern 

problems of mathematics and its 

application in natural sciences and 

information technologies” 

 

septembrie, 

2018 

15. Novac Ludmila, 

dr., conf. univ. 

Yuriy Fedkovych 

Chernivtsi National 

University 

Conferința internațională “Modern 

problems of mathematics and its 

application in natural sciences and 

information technologies” 

 

septembrie, 

2018 

16. Buzatu Radu, dr., 

lector univ. 

Polonia, 

Universitatea 

Politehnica din 

Białystok 

Prezentarea rezultatelor științifice printr-

un ciclu de lecții în fața studenților și 

cadrelor didactice (activități în cadrul 

programului Erasmus) 

 

octombrie, 

2018 

17. Cataranciuc 

Sergiu, dr. hab., 

prof. univ. 

Univ. Vasile 

Alecsandri, Bacău, 

România 

Pregătirea unei monografii comune cu Dl 

Prof. Talmaciu Mihai. Rapoarte la 

seminarul departamentului, discuții, 

perfectări ale primelor două capitole 

 

decembrie, 

2018 
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VIII. Informaţii despre infrastructura utilizată în realizarea proiectului 

 

IX. Dificultăți/ impedimente apărute  pe parcursul realizării  proiectului  

 

X. Beneficiarul (ministere, instituţii de stat sau private, întreprinderi etc.) 

 

 

Directorul proiectului     CATARANCIUC Sergiu, dr. hab., prof. univ.        ______________ 
                                    (nume, prenume, grad, titlu ştiinţific)                                            (semnătura) 

 

Directorul executiv al proiectului    HÎNCU Boris, dr. conf. univ. _        _________________ 
                                                (nume, prenume, grad, titlu ştiinţific)                     (semnătura) 

 

Secretar științific    COJOCARU Ludmila, dr. conf. univ.        _______________ 
                                                 (nume, prenume, grad, titlu ştiinţific)                            (semnătura 

5 cabinete de lucru înzestrate cu mobilier și tehnică da calcul necesară – 9 calculatoare de 

tip notebook. Deasemenea la dispoziție am avut supercalculatorul de tip claster din dotarea 

facultății in urmatoarea configuratie:  

1 server HP ProLiant DL380 G5; 2 servere HP ProLiant DL385G1;1 server HP ProLiant DL385G1; 12 

noduri HP ProLiant DL145R02, Storage HP SmartArray 6402, Switch HP ProCurve 2650 (48 ports); 4 HP 

ProLiant DL140 G3 servers with total 28 CPU cores, 82 GB RAM, 4x0,5 TB HDD. CPU ( 3 QuadCore Intel 

Xeon E5310, 1600 Mhz,  2 QuadCore Intel Xeon E5335, 2000 Mhz, 2 QuadCore Intel Xeon E5345, 2333 

Mhz); 4 Intel Server Systems SR1530CL cu 32 CPU nuclee, 64 GB RAM, 4x1 TB HDD. CPU( 6 QuadCore 

Intel Xeon E5310, 1600 Mhz,  2 QuadCore Intel Xeon E5345, 2333 Mhz); 1 Supermicro Server 6024H, 

2xDual Core Intel Xeon 3000 Mhx, 4 GB RAM, 5x0,5 Tb HDD; 6 servere ProxMox 3.4 Hypervisors (44 CPU 

Cores, 114 Gb RAM, 4 Tb storage are used for: IMI-RENAM Grid-site (38 vCPU, 35 Gb RAM, 2 Tb storage); 

Virtual Machines IMI-RENAM Services: Web-conference (with Big Blue Button software); Mail and 

Owncloud; WWW hosting; Service Desk; Monitoring system; DNS; 2 servers with Nebula and Openstack (16 

CPU Cores) used for Private Scientific clouds.  

La elaborarea si implementarea soft-ului necesar au fost utilizate complilatoarele Open 

sourse ale limbajelor de proggramare C++, sistemele de functii standartizate MPI(Mesage 

Passing Interface), sitemul de directive OpenMP(Open Multiprocessing) pentru 

programarea paralela pe sisnteme de calcul mixte cu memorie distribuita si partajata si 

sistemul de calcul Wolframe Grid Matematica . 

Nu au apărut pe parcursul realizării proiectului 

a) Ministerul Educației, Culturii și Cercetării. 

b) Institutul de Matematică și Informatică. 

c) Universități (pentru a pregăti specialiști în domeniul cercetărilor matematice și 

aplicațiilor acestora în soluționarea problemelor practice. 

d) Ministerul Economiei și Infrastructurii. 

e) Îndreprinderi de Stat și private din sfera de producere. 


